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Bericht über eine für die Untersuchung verwendete Methode des Herrn 
ee A... Be a Fee 
Die bedingungslose Auflösbarkeit einer Differentialgleichung, deren rechte 
Seite eine Funktion zweier unabhängigen Veränderlichen ist, und deren 
linke Seite eine Summe darstellt von zwei nach den beiden unabhängigen 
Veränderlichen genommenen Differentialquotienten zweier unbekannter 
Funktionen. Die un des allgemeinen Lösungspaares einer solchen 
Kleichungi4.; nf Ben 2 E 
Die notwendigen und hinreichenden Bedingurgen für die Existenz des all- 
gemeinsten Lösungspaares einer Differentialgleichung, deren rechte Seite 
eine Differentialfunktion beliebig hoher (vter) Ordnung ist von zwei un- 
abhängigen und einer abhängigen Veränderlichen, und deren linke Seite 
eine Summe darstellt von zwei nach den beiden verschiedenen unabhän- 
gigen Veränderlichen genommenen totalen Differentialquotienten zweier 
unbekannter Differentialfunktionen. Die Bestimmung der unbekannten 
Inrerentlafonkuonene wer. en... 2, DR Fe FE 
1. Die Form des allgemeinsten Lösungspaares im Fall seiner Existenz . 
2. Das identische Bestehen der zur Variation eines gewissen Doppelinte- 

grals gehörigen Hauptgleichung als notwendige Bedingung für die Existenz 

GERFAllGEemeInslemELOSUNESDAATERL. 0. 2 een ende 
3. Das identische Bestehen der Hauptgleichung der Variation als hinrei- 

chende Bedingung für die Existenz des allgemeinsten Lösungspaares. 

Bestimmung der unbekannten Differentialfunktionen ... . . . . 
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Einleitung. 


Wenn f eine Funktion einer Variablen # ist, und es ist 
dF 


so ist F' gegeben durch das Integral 


Sroat. 


Enthält f außer £ noch unbestimmte Funktionen von ? 


ad, 2%), - +, Zm(t) 
und deren Ableitungen bis zu beliebig hoher Ordnung 


Be 


ist. (92), SR (Ym) 
’ En 2) I IR a) 25 >) . LIE b) 17 ..* . Z 


m m)? 


so gibt es dann und nur dann eine Differentialfunktion 


/ 


[4 ’ 
Die ee... e), 


deren totaler Differentialquotient die Funktion f darstellt, wenn f die 
Gleichungen erfüllt 


or. a re dm ars 


Zu Ar EIER he 
Diese Gleichungen sind die zur Variation des Integrals 
R 
rt REN, 1 a a RL 


gehörigen Hauptgleichungen. 

Schon Euler hat diesen Satz, mit dem sich eine umfangreiche 
Literatur beschäftigt, bewiesen. Herr K. Boehm kommt zu diesem 
Resultat, fast ohne Rechnung, auf anderem Wege in seiner Abhand- 
lung „Über eine Verallgemeinerung des Begriffes Linienintegral“'). 
Er knüpft daran die Formulierung einer neuen Aufgabe, nämlich die 


1) Sitzungsberichte d. Heidelberger Akademie der Wissenschaften. Math.- 
Naturw. Klasse. A. 1912. 11. Abhandlung. 
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Bestimmung der Funktion F aus den partiellen Differentialgleichungen 


dF — 
d2 id; 
dF > 
wi 
wobei ®, @;,,, die Bedeutung haben 
% d c rt di h-1 d 
9,2 of of SE _ (— Io f 


"lee: 928 +D £:> di 0. mei gi PEN ? 
De Duos +14 +: + 9,120 
i=1 
21,22, .n0 12 =, 12 el. 
Die Integrabilität dieses Systems ist, nach jenen Ausführungen, dem 
identischen Erfülltsein der Hauptgleichungen äquivalent. Liegt eine 
Funktion HZ vor von zwei unabhängigen Variablen, einer abhängigen 
Variablen und deren Ableitungen bis zu beliebig hoher Ordnung, so 
ist eine ähnliche Problemstellung möglich.) Im Anschluß an den für 
die Mechanik wichtigen Fall einer Funktion 4 von einer unabhängigen 
Variablen, mehreren abhängigen Variablen und deren Ableitungen 


14 r [4 
Hltzen, Zen. 5 Basler eae 


(wobei t die Zeit, 2,...2, Parameter und H das kinetische Potential 
bedeuten) behandelt Herr Königsberger?) Funktionen von mehr als 
einer unabhängigen, einer oder mehreren abhängigen Variablen und 
deren Ableitungen bis zu beliebig hoher Ordnung. Als erstes Ergebnis 
seiner Untersuchung findet er folgende Tatsache: 

H sei eine Funktion vter Ordnung von zwei unabhängigen und 
einer abhängigen Variablen. Die notwendige und hinreichende Be- 
dingung für das identische Bestehen der zu F gehörigen Hauptglei- 
chung 2vter Ordnung ist die Darstellbarkeit der Funktion 7 durch 


den Ausdruck 
d do, 


eh! 
He 


1) Auch hier kann die Rechnung durch Einführung des Begriffes „verallge- 
meinerter Flächenintegrale‘‘ vermieden werden nach einer von Herrn K. Boehm 
gegebenen, noch nicht veröffentlichten Andeutung. Trotzdem erschien es wün- 
schenswert, einmal die rein formale Lösung dieses Integrationsproblems bis in 
alle Einzelheiten hinein durchzuführen und die Fülle der erforderlichen Operationen 
in eine übersehbare Ordnung zu bringen. 


2) „Über das identische Verschwinden der Hauptgleichungen der Variation 
vielfacher Integrale“. Math. Annalen Bd. 62. 1906. 


Über ein Problem der Integration von Differentialfunktionen usw. 7 
worin o,, @ Funktionen vter Ordnung sind von der Form 


ir h:P»-11+°:'' +2 Be Br get+tßz 
= —- fh 90, "hr P2iv-ı tr F a auf dv 


und fu fe-- fu Fi, F, Funktionen (v — 1)ter Ordnung bedeuten. 
Es ist von Interesse, im Anschluß an dieses Resultat, wie Herr 
K. Boehm es im Fall einer unabhängigen Variablen tat, eine neue 
Aufgabe zu stellen, die sich als Integrationsproblem so formulieren läßt: 
H sei eine Funktion zweier unabhängigen, einer abhängigen Va- 
riablen und deren Ableitungen bis zu beliebig hoher Ordnung 


(A) Hu, ©, 2; Po» Pors - 5 Pr,02 Po»): 


Es sind erstens die notwendigen und hinreichenden Bedingungen aufzu- 
suchen für die Existenz zweier Differentialfunktionen 


(U) 9, (%, d, 2, Pıoy Por; - - -) 


3 @;(%, vd, 2, Pro» Par; - + >) 
welche der Gleichung 
da, , de, 
(II) ec H 


genügen. Zweitens sollen die Funktionen o,, @, bestimmt werden unter 
der Annahme, daß H die geforderte Bedingung erfüllt. Nach den Aus- 
führungen des Herrn Königsberger ist es klar, daß das identische 
Bestehen der Hauptgleichung der Variation notwendig und hinreichend 
ist für das Vorhandensein solcher Differentialfunktionen o,, @,. 

Es ist aber doch vielleicht von Interesse, die Identität dieser For- 
derung mit den Integrabilitätsbedingungen einer Gleichung (III) (und 
damit der sich aus (Ill) ergebenden partiellen Differentialgleichungs- 
systeme) deutlich zu machen, zu zeigen, daß, wenn die Integrabilitäts- 
bedingungen erfüllt sind, die Funktionen ®,, ©, in jedem Fall durch 
Quadraturen bestimmt werden können, und die allgemeinste Form der 
Lösungen o,, ®, obiger Gleichung zu geben. 


I. Bericht über eine für die Untersuchung verwendete Methode des 
Herrn Riquier. 


Herr Riquier hat in einem umfassenden Werk „les systemes 
d’equations aux derivees partielles“!) die Integrabilitätsbedingungen 
sehr allgemeiner Systeme aufgestellt. Ich werde eine dort allgemein 


1) Paris 1910. Gauthier-Villars, Imprimeur-Libraire du bureau des 
Longitudes de l’Ecole polytechnique. 
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durchgeführte Methode bei der Untersuchung der hier auftretenden 
speziellen Systeme anwenden, was mich allerdings zwingt, die rechten 
Seiten meiner „orthonom“ geschriebenen Differentialsysteme immer in 
einem gewissen Bereich als konvergente Potenzreihen der Argumente 
vorauszusetzen. 

Um die Untersuchung später nicht zu unterbrechen, will ich den 
Riquierschen Gedankengang an dieser Stelle kurz skizzieren. 

Zunächt gebe ich einige Definitionen. Wenn man jeder der unab- 
hängigen Variablen, 

a Re 


n) 


und jeder der abhängigen Variablen, 


a. 2 


m? 


eine willkürliche Ziffer (positive oder negative ganze Zahl) beilegt, so 
versteht man unter der Ziffer der Ableitung »ter Ordnung einer ab- 
hängigen Variablen diejenige Zahl, die man erhält, wenn man zu der 
Ziffer dieser abhängigen Variablen die mit den zugehörigen Exponen- 
ten multiplizierten Ziffern der unabhängigen Variablen addiert, nach 
denen differentiiert werden soll; z. B. ist die Ziffer des Differentialquo- 
tienten 
Dr 
lee 


DP=smtrmet Mn) 


wenn man z,, die Ziffer m und den unabhängigen Variablen sämtlich 
die gleiche Ziffer, eins, beigelegt hat, 


mt tt: tu,=mHv. 


Übereinstimmend mit den Begriffsbildungen des Herrn Meray') 
nennt Herr Riquier diejenigen partiellen Differentialquotienten, nach 
denen ein Differentialsystem aufgelöst ist, „Hauptableitungen“ (derivees 
principales); alle übrigen heißen „Nebenableitungen“ (derivees parame- 
triques). ?) 


1) Meray, Demonstration generale de l’existence des integrales des &qua- 
tions aux de@rivees partielles. (Journal de Math&ematiques pures et appliquees, 
3e serie, t. VI. 1880.) 


2) Die deutschen Bezeichnungen sind, soweit sie sich fanden, einem Referat 
des Herrn Stäckel (Jahrbuch über die Fortschritte der Mathematik Bd. 25) ent- 
nommen, in welchem er über eine Abhandlung des Herrn Riquier berichtet: 
»sur la reduction d’un systeme differentiel quelconque ä& un systeme lineaire et 
completement integrable du premier ordre«. 


Über ein Problem der Integration von Differentialfunktionen usw. 9 


Gibt man jeder der unabhängigen Variablen, 
RER ns 
und jeder der abhängigen Variablen, 
ARE 2, 


p aufeinander folgende Ziffern mit der einzigen Beschränkung, daß die 
ersten Ziffern der unabhängigen Variablen sämtlich gleich, nämlich 
gleich eins, sind, so kann man ein „orihonomes System“ auf folgende 
Weise definieren: 

Ein Differentialsystem, welches nach gewissen partiellen Ableitungen 
der unbekannten Funktionen aufgelöst ist und keine Hauptableitungen 
auf den rechten Seiten enthält, wird ein „orthonomes System“ genannt 
wenn jede seiner Gleichungen die Eigenschaft besitzt, daß, wenn 


’ 


N 
die Ziffern der linken Seite, 


a 
GET LH 6 


2) 
die Ziffern der höchstbewerteten Größe auf der rechten Seite sind, in 
der Reihe der Differenzen 


(4 (4 4 
a AT ee Al, 
erstens nicht alle Differenzen Null sind, zweitens die erste nichtver- 


schwindende Differenz positiv ist; die Gleichungen eines orthonomen. 
Systems haben also die Form 


02. & 2 
uı 1793 1199 m 2er % ny» 719 k? ’ Aı In ? 
X 0x, 0 0x gedar 


wobei 
mt ut tm Dit ht Äh, 
ist für jeden Wert von !, der auf der rechten Seite vorkommt. 
Bezeichnet man die Gesamtheit der gemeinsamen Differentiationen 

zweier Differentialquotienten einer Funktion f(x, ....x%,) mit dem Sym- 
bol D, die Gesamtheit der übrigen Differentiationen mit D’ und D”, 
so lassen sich die beiden Differentialquotienten symbolisch schreiben 

SEIEN. 

DERDaR Eat): 
Wenn in einem Differentialsystem, das nach gewissen partiellen Diffe- 
rentialquotienten der unbekannten Funktionen aufgelöst ist, irgend zwei 
Gleichungen vorkommen, deren linke Seiten Ableitungen derselben un- 
bekannten Funktion sind, und man bezeichnet diese Ableitungen wie 
oben mit 
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D.D'f 
und 
ISDN 7 
so nennt Herr Riquier den Differentialquotienten 
D ; D h yban? 


eine „wesentliche Ableitung“ (derivees cardinales) der unbekannten 
Funktion. 

Bei einem Differentialsystem, welches eine endliche Anzahl von 
Gleichungen enthält, ist die Zahl der wesentlichen Ableitungen eben- 
falls eine endliche. Wenn man die Gleichungen eines orthonomen 
Systems nach sämtlichen möglichen Argumenten differentiiert, so lassen 
sich alle Ableitungen der linken Seiten (der derivees principales) 
durch die Nebenableitungen und die abhängigen und unabhängigen 
Variablen ansdrücken, oft aber auf mehrere verschiedene Weisen. Dies 
ist der Fall, wenn die Ableitungen der linken Seiten wesentliche Ab- 
leitungen sind oder deren partielle Differentialquotienten nach den un- 
abhängigen Variablen. Wie Herr Riquier zeigt, ist es notwendig und 
hinreichend für die Integrabilität eines orthonomen Systems, daß die 
verschiedenen Darstellungen der wesentlichen Ableitungen und all ihrer 
Differentialquotienten für jedes beliebige Wertesystem der unabhängigen 
Variablen gleich sind. Herr Riquier gibt ein übersichtliches Ver- 
fahren an, die Integrabilitätsbedingungen zu erkennen. 

Eine Funktion der unabhängigen Variablen, welche ein gegebenes 
orthonomes System befriedigt, d.h. ein Integral des Systems ist, genügt 
auch allen Gleichungen, die sich durch Differentiation aus dem ur- 
sprünglichen System herleiten lassen. Ein System, welches durch 
Hinzufügung all dieser Gleichungen zum gegebenen System enstanden 
ist, nennt Herr Riquier „erweitertes System“ (systeme prolonge). 

Wenn man aus einem gegebenen orthonomen System (s) durch 
Differentiation das erweiterte System (S) bildet, dieses System orthonom 
schreibt, die Gleichungen in Gruppen ordnet nach den wachsenden ersten 
Ziffern der linken Seiten 


Sy, De Sg43 . 


und die gleichlautenden Ableitungen der linken Seiten (die wesentlichen 
Ableitungen) aus den .Gruppen 


Sy, NERBE Sy43 1,00 


eliminiert (wo & die höchste erste Ziffer der wesentlichen Ableitungen 
bedeutet), so erhält man Bedingungsgleichungen, in denen möglicher- 
weise Ableitungen der unbekannten Funktionen vorkommen, welche 


Über ein Problem der Integration von Differentialfunktionen usw. 41 


sich nicht identisch wegheben. Wenn das der Fall ist, stellen diese 
Bedingungsgleichungen neue Differentialgleichungen dar, die man zum 
ursprünglichen System hinzunehmen muß. Nachdem man das neue 
System orthonom geschrieben hat, verfährt man wie vorher. Schließ- 
lich gelangt man zu Bedingungsgleichungen für die auf den rechten 
Seiten des Systems stehenden Funktionen, in denen keine Ableitungen 
der unbekannten Funktionen mehr auftreten. Mit Hilfe dieser end- 
lichen Gleichungen läßt sich die Anzahl der unbekannten Funktionen 
des Differentialsystems erniedrigen; das entstehende Differentialsystem 
ist nochmals in der vorher skizzierten Weise zu untersuchen. 

Nach dem Riquierschen Verfahren lassen sich die Integrabilitäts- 
bedingungen eines jeden orthonomen Systems finden. Es ist von wesent- 
licher Bedeutung, daß die Integration des gegebenen Systems auf die 
Integration des durch Hinzufügung der oben charakterisierten Glei- 
chungen erhaltenen Systems zurückgeführt wird. In der vorliegenden 
Untersuchung führt die Bestimmung der unbekannten Funktionen auf 
die sukzessive Auflösung von Systemen der Form 


Of Zn 
ee 
1 RE: n 


rn nn HE EI 
oahıda,..., oa fl 17 2) , IE 


worin &,...,%, unabhängige, 2, abhängige Variable bedeuten. 

Solche Systeme, deren rechte Seiten nur die unabhängigen Variablen 
enthalten, sind, wenn sie die Integrabilitätsbedingungen erfüllen, immer 
durch Quadraturen auflösbar; die willkürlich bleibenden Elemente der 
allgemeinen Lösung lassen sich aus den vorliegenden Gleichungen nach 
einer Riquierschen Überlegung leicht erkennen. 

Herr Riquier bezeichnet als „unbestimmte Funktion“ (fonction 
sch@matique) gewisser unabhängiger Variablen, x,, &,,...,&,, eine kon- 
vergente Taylorsche Entwicklung nach steigenden Potenzen von 


0 0 0 


(wo @°,..., 20 irgend ein vorgegebenes numerisches Wertesystem der 
unabhängigen Variablen bedeutet) mit unbestimmten Koeffizienten. 
Artet eine unbestimmte Funktion in eine willkürliche Konstante aus, 
so nennt er diese „unbestimmte Konstante“, 

Wenn ein Differentialsystem der Form (D) ein Integral besitzt, 
das in der Umgebung gewisser Anfangswerte der unabhängigen Va- 
riablen z°,..., z° nach steigenden Potenzen von 1 — 2,...,2,— 
entwickelbar ist, so bezeichnet Herr Riquier, übereinstimmend mit 
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dem von Herrn Meray geprägten Ausdruck,!) als „Anfangsbestimmung“ 
(determination initiale) denjenigen Teil der Entwicklung, welcher von 
der Gesamtheit der Glieder gebildet wird, die (abgesehen von Zahlen- 
faktoren) die Anfangswerte der unbekannten Funktion und ihrer Neben- 
ableitungen aller Ordnungen zu Koeffizienten haben; den übrigen Teil, 
in welchem die Anfangswerte der Hauptableitungen vorkommen, nennt 
Herr Riquier „Hauptteil der Entwicklung“. Die Anfangsbestimmung 
eines Integrals von (D) ergibt sich nach Riquier als Rest (residu) 
einer unbestimmten Funktion der unabhängigen Variablen. Um sie zu 
erhalten, muß man aus der unbestimmten Funktion die Gesamtheit der 
Monome 

(2 2 an)“ i (2, za 2), HB? (, a7 u)”, 
(@) (2 7 a) ; (X, FL 22), PRSIEH (@, us auPR, 


herausschneiden (operer une coupure), d. h. in einer unbestimmten 
Funktion der Variablen &,, &,,..., &, alle diejenigen Potenzprodukte 
unterdrücken, die durch irgend eins der Monome (G) „teilbar“ sind. 
Man sagt, ein Monom 
(Ba (a a) 
ist durch ein anderes 
(2; = au) { 62 *) 2)°, N ae a)” 
„teilbar“, wenn jede der Differenzen 
Ken. Ko eu 
Null oder positiv ist. Über die Ausführung des Schnittes in einer 
unbestimmten Funktion sind vielleicht noch einige Worte zu sagen. 
Der nach dem Ausschnitt der Gesamtheit (G) gebliebene Rest 
einer unbestimmten Funktion der unabhängigen Variablen &,,..., &, 
bleibt derselbe, wenn man diejenigen Monome aus (G) fortläßt, welche 
durch irgend ein anderes Monom derselben Gesamtheit „teilbar“ sind. 
Man erhält auf solche Weise aus (G@) eine Gesamtheit (E) von Potenz- 
ausdrücken, die Herr Riquier als „irreduktibel“ bezeichnet. «& sei der 
höchste Exponent von 2, — x? in E. Ich teile E unter Ber 
von 2, —x° in Gruppen von Monomen 


Ey, E, Es, er Jo E 
je nach den Exponenten 
Du 15, 2 Br 


? 
1) M&ray, Demonstration generale de l’existence des integrales des &qua- 
tions aux derivees partielles. (Journal de Mathematiques pures et appliquees. 
3° serie, t. VI, 1880). 


Über ein Problem der Integration von Differentialfunktionen usw. 13 


von &,— 2° in E und bezeichne mit 
ER N ER 
diejenigen Monomgruppen, die ich aus 


Ev Er Eu.» E 


a—1 
erhalte, wenn ich den jeweiligen Exponenten von x, — 2° gleich Null 
setze, ohne die Exponenten der übrigen Differenzen 


we TT 2, Lan 23 Sr —%, 

zu ändern, dabei ist natürlich 

gt 

E, kann das Monom 

(2 — 2)° 

enthalten, möglicherweise aber auch nur Monome der Form 
(x, — 2) (2, — MM)... 

Ist das Letztere der Fall, so bilde ich mir ebenfalls e,, indem ich in 
E, den Exponenten von x,— x°, «, gleich Null setze. Um aus einer 
unbestimmten Funktion von » Variablen &,,..., x, die Gesamtheit E 
herauszuschneiden, kann man folgendermaßen verfahren: 


Unter Bevorzugung von x, kann man der unbestimmten Funktion 
die Form geben 


Fa, 3,2%) + a - Fan -.,2)+ m U Frlar, -- 2) 
+ a - MR.) + a Fela Aa, 8), 
worin FF, Fi, -, F,_, unbestimmte Funktionen der »n — 1 Variablen 
Kay Kay», %,5 Z eine unbestimmte Funktion von 2, &, ..., x, be- 
deuten. Um den Ausschnitt der Gesamtheit (E) zu bewirken, hat man 
aus den Koeffizienten F,, F\,..., F,_, die entsprechenden Monom- 
gruppen 
Ge fair 

die nur von den n— 1 Variablen z,,..., 2, abhängen, herauszu- 
schneiden. Wenn in E, das Monom (x, — x°)* vorkommt, so ist 
F,(&, -.., &,) identisch Null zu setzen; enthält &, nur Monome der 
Form (x, — ad). (x,— a#)'..., so muß man aus F'(&,, . .., 2,) (worin 
x, als Parameter zu betrachten ist) die Monomgruppe e, ausschneiden, 
die x, — x° nicht mehr enthält. Das Verfahren, aus einer unbestimmten 
Funktion von n Variablen eine Monomgesamtheit von n Variablen 
auszuschneiden, führt also auf eine analoge Operation für n—1 Va- 
riable. Bei einer endlichen Anzahl von Variablen hat man also nach 
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einer endlichen Folge von Operationen, die systematisch geordnet sind, 
den Ausschnitt vollständig bewirkt. Die in dem Rest der unbestimmten 
Funktion auftretenden willkürlichen Funktionen ®o,, ®o,, ..., Do, der 
Variablengruppen ©,, ©,,..., ©, stellen (abgesehen von Zahlenfak- 
toren) gewisse partielle Ableitungen des Integrals dar, genommen für die 
Anfangswerte der zu ©,, ©,,-.-, 9, komplementären Variablengruppen. 
Es ist gleichbedeutend, ob ich in der Anfangsbestimmung eines Inte- 
grals die unbestimmt bleibenden Funktionen gewisser Variablengruppen 
willkürlich wähle, oder ob ich dem Integral und einer endlichen An- 
zahl seiner Ableitungen die Bedingung auferlege, jeweils für die An- 
fangswerte einer bestimmten Gruppe von unabhängigen Variablen sich 
auf willkürlich gegebene Funktionen der übrigen Variablen zu redu- 
zieren. 
Es sei z. B. folgendes Differentialsystem gegeben: 
2 
28 > (a; %g) %3), 
0%,0%, 0%, 
Wie man leicht übersieht, ist das identische Bestehen der Gleichung 
Of Meer; 
0%, DE 
notwendig und hinreichend für die Integrabilität dieses Systems. Die 
Anfangsbestimmung in der Entwicklung des allgemeinen Integrals 
von (B) erhält man nach der gegebenen Methode auf folgende Weise: 
Aus einer unbestimmten Funktion der Variablen &,, &,, x, schneide 
ich die Monomgesamtheit 


IR Nr) 


Te fs(& ; X; 25). 


heraus. 
Diese Gesamtheit ist „irreduktibel“. Ich bilde mir 


Es: (25 - 23), 
E, a: (& — 2) @ — 2%) (& — 83), 
9: (u — 23)", 
| ma: (2) (0 — 25). 
Der unbestimmten Funktion kann man die Gestalt geben 
Folaz, 2%) + (m - MS) Fa, 2, %)- 
Aus F, hat man e, auszuschneiden; man erhält als Rest 
Go(@) + (2 - 23) O1(a3), 


worin @, und G, unbestimmte Funktionen von x, bedeuten. Aus 
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F,(&, %, %) ist die Gesamtheit e, herauszuschneiden (wobei man x, 
als Parameter auffaßt); es findet sich 


Hua, 2) + (8 -)H, (m, %)- 
H, ist eine unbestimmte Funktion von &,, 2,; H, eine unbe- 


stimmte Funktion von %,, &. Die Anfangsbestimmung in der Ent- 
wicklung des allgemeinen Integrals von (B) lautet: 


Fo&) + (2 — 2) Hola, 93) + (2 — 23) G, (5) 
+ (=) 23) Ha, %)- 
Ich kann also dem Integral folgende Bedingungen vorschreiben: 


[2(&,, &e, %;)], =. px), 


ee = vi), 
le #8 x, %)) 


0°2 
dx, Es Te 9(&, %)- 


Die sehr allgemeinen Untersuchungen des Herrn Riquier über 
‘partielle Differentialsysteme sind in der vorliegenden Arbeit, vielleicht 
zum erstenmal, praktisch verwertet worden. 


II, Die bedingungslose Auflösbarkeit einer Differentialgleichung, deren 

rechte Seite eine Funktion zweier unabhängigen Veränderlichen ist, und 

deren linke Seite eine Summe darstellt von zwei nach den beiden un- 

abhängigen Veränderlichen genommenen Differentialqguotienten zweier 

unbekannter Funktionen. Die Bestimmung des allgemeinen Lösungs- 
paares einer solchen Gleichung. 


Im folgenden wird die Integration der Gleichung 


(IV) 


(H ist eine Funktion der beiden unabhängigen Variablen u, v, der 
abhängigen z und deren partiellen Ableitungen beliebig hoher Ordnung) 
auf die Integration einer Reihe von orthonomen Systemen zurückge- 
führt. Auf Grund des Riquierschen Verfahrens läßt sich zeigen, dab 
die Lösungen der Gleichung (IV), wenn die Integrabilitätsbedingungen 
erfüllt sind, durch eine systematisch geordnete Folge von Quadraturen 
gefunden werden können, und daß die unbestimmt bleibenden Elemente 
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sich zu einer einzigen willkürlichen Differentialfunktion zusammen- 


fügen. 
Wenn Heine Funktion zweier unabhängigen Variablen bedeutet, 

(1) H(u, v), 
so ist es immer möglich, zwei Funktionen 
(2) © (u, v) 

@,(u, dv) 
zu bestimmen, die der Gleichung genügen 

00, , 0%, 

(3) or > a = H(u, v). 


Ist 2,, 2, irgend ein Lösungspaar von (3) und man bezeichnet die 
allgemeine Lösung mit 


(a) = 2, + v,(u, v) 


0, — 2, + 0,(u, v), 


so müssen ®,, ©, der Gleichung genügen 


ie ae ar 
5) DEE re oder Zu an 
d. h. 
= P) 
SUrR ETC v) 
© En 
6 In FIRE v), 


worin f eine willkürliche Funktion bedeutet. Die allgemeine Lösung 
der Gleichung (3) hat also die Form 


Ö 
,=-ı+,,/W vo) 


a) 
0; = 8, — zufw) v). 


Man kann eine der beiden Funktionen 2&,, 2, willkürlich wählen, 
dann ist die andere durch Quadraturen bestimmt. Wählt man z.B. 
22, 2 0, 

so ist 2, gegeben durch 


2, - /H(, v)dv. 
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III. Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen für die Existenz 
des allgemeinsten Lösungspaares einer Differentialgleichung, deren rechte 
Seite eine Differentialfunktion beliebig hoher (vter) Ordnung ist von zwei 
unabhängigen und einer abhängigen Veränderlichen, und deren linke 
Seite eine Summe darstellt von zwei nach den beiden verschiedenen 
unabhängigen Veränderlichen genommenen totalen Differentialquotienten 
zweier unbekannter Differentialfunktionen. Die Bestimmung der un- 
bekannten Differentialfunktionen. 


1. Die Form des allgemeinsten Lösungspaares im Fall seiner Existenz. 


Die Auflösung der Gleichung 
Ö m + a —H 


ist nicht mehr bedingungslos möglich, wenn A außer den unabhängi- 
gen Variablen u, v noch eine abhängige Variable 2 und deren Ab- 
leitungen enthält. Ich will untersuchen, welches die notwendigen und 
hinreichenden Bedingungen für die Existenz von Lösungen der Glei- 
chung (8) sind, wenn H abhängt von u, v, z und dessen Ableitungen 
nach « und v bis zu beliebig hoher Ordnung. 

Bevor ich aber dieses Problem behandle, will ich die Frage er- 
örtern, wie sich die aligemeinste Form der Lösungen im Fall ihrer 
Existenz darstellt. Sie gestaltet sich wesentlich anders als in dem ent- 
sprechenden Problem für eine unabhängige Variable. Wenn eine Funk- 
tion vorliegt von einer unabhängigen Variablen, einer abhängigen Va- 
riablen und deren Ableitungen beliebig hoher Ordnung 


ft, 2, By... 2), 
so kann die Funktion F', die der Gleichung genügt 


dr 

Pr f; 
die Ableitungen von z nur bis zur (v—1)ten Ordnung enthalten. Es 
läßt sich leicht zeigen, daß ein Lösungspaar der Gleichung (8) die 
partiellen Ableitungen von z bis zu beliebig hoher Ordnung enthalten 
kann. Ist 

= 


0 — 8, 
irgend ein Lösungspaar von (8) und 


fu, v, 2, Pos Pos +; P,,0 °** Po,o) 
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eine Differentialfunktion beliebig hoher Ordnung, so stellen die Aus- 
drücke ; 


af 
Th 
af 
Se are 


ebenfalls ein Lösungspaar von (8) dar, wie man unmittelbar einsieht. 
Ich will zunächst beweisen, daß, wenn die Ordnungen u,, u, eines 
Lösungspaares ®,, @, beide mindestens gleich » sind, das Lösungspaar 
in den partiellen Ableitungen von 2 von gleicher Ordnung sein muß; dann 
soll die Form des allgemeinsten Lösungspaares abgeleitet werden. 
Zur Abkürzung sollen im folgenden die nach u und v genomme- 
nen partiellen Differentialquotienten von 2 allgemein p,, , genannt werden, 
o"+Pz 
o Dura Pan 


 H sei eine Funktion von «, v, z und den Ableitungen von z bis 
zur vten Ordnung. Wenn 


=® 
(10) 9, 1 
0,=®, 


irgend ein Lösungspaar der Gleichung (8) darstellen, so müssen ®,, 
&, der Gleichung araden. 


due 
(11) + TH, 


Die Ordnungen der höchsten in ®, und &, auftretenden Ableitungen 
von 2 seien mit u, und u, bezeichnete Da ©, und d, vollkommen 
gleichberechtigt sind, so ist es unwesentlich, ob 

u>w oder w>u, 
ist, Nimmt man an, daß etwa 

v2u2V 

ist, und führt die totalen Differentialguotienten der linken Seite von 
(11) aus, so Be dit 


+ 


m P pn AB 


08, 08, ) 08, 
OPu,0 Ze De Duo Dat TI De 


al 
08, 08, DRS, 
(12) 2 | * DT, a + ZA, wir 9 a ; + Se Be 
+ . a . RE . . . 
a 


& 


or kıtl 


od 
Be + a Sp el = 4. 


(16) 
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Da diese Gleichung identisch gelten soll, so müssen die Koeffizienten 
der (u, + 1)ten Differentialquotienten, 


: Dr 13 Do) Po, Ma+1? 
Null sein, d. h. 
OP, N) 2 OPu—ı, 1 ; BY OPo, Ma 


®, enthält die Differentialquotienten u,ter Ordnung nicht; dann ergeben 
sich aber auf Grund der Forderung, daß (12) identisch bestehen soll, 
die Gleichungen 


08, 08, 08, 


—=(, 


JRR ’ sFIENe FT: 5) . LS) E27 7% 
OB 21 OP u.—3, 1 ÖPo, Bet 


®, enthält auch die (u, — l1)ten Ableitungen nicht. Wiederholt man 
denselben Schluß wie vorher, so erhält man als Folge des geforderten 
identischen Bestehens von (12) die Gleichungen 


0 08 
er el... FE =) 
Due 2,0 Po, Un—2 
De, a 
Pur 1,0 ; ” OP, 1 +1 


©, ist höchstens von u,ter Ordnung, d.h. 


Us, = U; 
und da angenommen war 

WZl 
so bleibt nur die Möglichkeit, daß 
(13) ar Tee, 


ist, d.h. ®,, ®, sind von der gleichen Ordnung; ich nenne sie u. 
Bezeichnet man das allgemeinste Lösungspaar einer Gleichung (8) mit 


=, +9(W0, 3 moPa; 220, Po, «) 
+ 9,(u, 0,25 P10>Po1} > Pu,o * Po,u); 


wobei Q,, 2, irgendein Lösungssystem bedeutet, so müssen ©,, © 
der Gleichung genügen 


(14) 


de, de, _ 
(15) du Br" 0, 
oder | 
00, , 09, 
ou 9: Ds IR 


co, 0, 29, \ Si EEE j-o 
Tem SD sat. 0er ua Sr 2) Di zu OPo,u Po, u+1 zu 


Ps 
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Da diese Gleichung identisch bestehen muß, so erhält man zur Be- 


stimmung von ©,, ©, zunächst das Differentialsystem 


BUN 0 
0P 4,0 

09, ch ya 0 
OPEN ILL 


(17) 
| ii 


——- =. 
\ OD, A 


Als Folge dieses Systems ergibt sich unmittelbar 


te, 2 
OPu-1,1 OD Nr x 
(15) 0°@, en 


? 


OP OR 


wobei /, n alle Werte von OÖ bis u durchlaufen. @,, ©, sind also 


linear in 
Po BEER, ) Porn: 


und zwar müssen sie, wie man aus (17) sieht, die Form haben 


On aD sr a De 4: 
Sea "Po h ne = EN +8; 


fi: fa» Fi, F3 bedeuten Funktionen der Argumente 


(19) 


U, Os Bya non Dos Se ee 


also Funktionen (uw — 1)ter Ordnung. Denkt man sich in Gleichung 
(11) diese Ausdrücke (19) für ©,, ©, eingesetzt und differentiiert die 
Gleichung zweimal nach einem wten Differentialquotienten, so erhält man 


0 of, 7 ö | 
(20) ; Im EI Im-1 in . I —H 
Pu-(n+1),n Den en OD m—1 
für alle m, n von O bis u. 
Für n=0 werden daraus die Beziehungen 

of: of, 

2 Mm m=1,2... 1; 

( a, OP. -1,0 

für n= 1 folgt, wenn man die Gleichheit (21) benutzt, 
ar Bi 


Op, -m,m—1i1 OP —2,1 
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Fährt man so schrittweise fort und berücksichtigt immer die vorher- 
gehende Relation, so erhält man 


of: Be 13 fm - x 
3 = 2 VIE 
Pu-m, m-1 Pr=e-t 
dann gilt ebenfalls 
ofırı Om 
_— MU De 


en AP pi). 
es bestehen also allgemein zwischen den f-Funktionen die Beziehungen 


Of fm 


(21a) EI ET 


worin m, n alle Werte von 1 bis u durchlaufen), d.h. 
h u ’ 


e = of . n= A 
(22) Im er m=1,...,4) 
f bedeutet eine Funktion (u — 1)ter Ordnung; dann nehmen ®, und ®, 
(siehe Seite 20) die Gestalt an 


9, - ie Ö, 
23) ä 


f, 9, 9% sind unbestimmte Funktionen (w— 1)ter Ordnung. Setzt 
man diese Ausdrücke für ©, und ®, in Gleichung (15) ein, so ergibt 
sich die Forderung, daß ©,, ©, der Gleichung genügen müssen 

de, do 
(24) du u d = 
Diese Gleichung ist vollkommen der Gleichung (15) analog; nur die 
Ordnung der auftretenden Funktionen ist um eine Einheit erniedrigt. 
®,, ©, haben also die Form 


—=(. 


(25) 


worin f, O,, ®, unbestimmte Funktionen (w — 2)ter Ordnung bedeuten. 
Durch Einsetzen dieser Ausdrücke in (15) ergibt sich für ©,, ©, die 
Bedingung 

| do, , de, 
a a 0 


=. 


Fährt man in dieser Schlußweise fort, so gelangt man endlich zu zwei 
(k) (&) 
Funktionen erster Ordnung ®,, ©, von der Gestalt 
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(k) d ® 
9, zo FFARCZ v, 2) 7 (u, v, £), 


() 


(27) er, 
9, = Fra FRAGE ®, 2) a3 du, ®, 2), 


(k) 
worin f, ®,, 9, unbestimmte Funktionen von u, v, z sind; 9,, ®, sind 
der Bedingung unterworfen 
(28) BEP FT 0, 
d.h. sie müssen 


8, ode 
u 


identisch erfüllen, oder, was damit gleichbedeutend ist, das System be- 
friedigen 


De 0, 
n u 
0% 0%, 
a g® PER 5 
Aus den ersten beiden Gleichungen ergibt sich 
9%= 9s(u, dv); 
die letzte Gleichung liefert dann für @,, 9, die Bedingung 
09 09; 
en e5 OV 0 


Man findet hieraus (vgl. Seite 16) 
0 
Fun, p(u, dv), 
(30) 
Pa p(u, v) 
und erhält, wenn man diese Werte in (29) einsetzt, 
Ö 
2vV p (u, v) ’ 
81) 
= ee Een p(u, v), 
worin @ eine willkürliche Funktion von «u und » ist. 


Faßt man alle Einzelergebnisse der Rechnung (s. S. 19—22) zu- 
sammen, so erhält man schließlich 


Dh = (k 

& or, 
2 = () 

9, Alf+f+ft +f+ gl. 
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Die u unbestimmten Funktionen f, f,.. MER 9, deren Ordnung von 
der (u — 1)ten bis zur nullten abnimmt, fügen sich im Endresultat zu 
einer einzigen willkürlichen Differentialfunktion (u — I)ter Ordnung 
zusammen; ich bezeichne sie wieder mit f. Jedes System von Lösungen, 
das der Gleichung (15) genügt, ist hiernach gegeben durch die Ausdrücke 


d 
9, 1 Taft = Pu-1,0» VEshoh, Do m) 
(33) : 
® RE Zuft SE Pu-1,0 73 Pou-ı) 
wobei u eine beliebige positive ganze Zahl bedeutet. 


Es ist also gezeigt, daß, wenn es überhaupt zwei Differentialfunktionen 
9,, @, gibt, die die Gleichung 


& du r dv H 
erfüllen (worin H eine Funktion der Argumente 
U, dv, 25 Pıo» Poıy 3 P,09 Por 


sein soll), solche Funktionen &,, @, von gleich hoher Ordnung sind, wenn 
ihre Ordnungen beide mindestens gleich v sind. Ist 2,, 2, irgend ein 
Lösungspaar von (8), so lautet die allgemeinste Lösung 


d 
o,=-+ FFARGZ %,25 Pıo» Pas: 3 Poor 9 Po,o)) 
er 
= — Fritz %,2, Pıo Pas 5 Po Po)» 


f bedeutet eine willkürliche Funktion beliebig hoher Ordnung. 


2. Das identische Bestehen der zur Variation eines gewissen Doppel- 
integrals gehörigen Hauptgleichung als notwendige Bedingung für 
die Existenz des allgemeinsten Lösungspaares, 


Ich stelle die Frage nach den notwendigen und hinreichenden Be- 
dingungen für die Existenz zweier Differentialfunktionen ®,, ©, beliebig 
hoher (uter) Ordnung, die der Gleichung (8) genügen; es sei u>v. 
Man sieht leicht ein, daß das identische Bestehen der Gleichung 

oH duaH sa ch d’ oH meh dr oH 
ve lavansanamlhlam an, Fauanan, Faran,. 


: d” H d 0oH 
ar | - : ’ |=0 


du’ Op, o u du’"'dv 09,11 Rz dv’ 0 Py,. 
eine notwendige Bedingung für die Existenz von Lösungen ist, 
Gleichung (35) stellt die zur Variation des Doppelintegrals 


(85) 


uU ®%ı 


&0) Sfac.ins..mJanas 
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gehörige Hauptgleichung 2vter Ordnung dar; im folgenden werde ich 
sie die Hauptgleichung der Variation oder kurz Hauptgleichung nennen. 
Es läßt sich zeigen, daß ein Ausdruck 


(87) KR ea 


worin @,, ®, Differentialfunktionen gleicher oder verschiedener, beliebig 
hoher Ordnung bedeuten, die Haupigleichung der Variation (20 + 2)ter Ord- 
nung identisch erfüllt, wenn o die Ordnung der höchsten in ®,, ®, auf- 
tretenden Ableitungen von 2 ist. 

Für die Differentiation totaler Differentialausdrücke gilt allgemein 
das im Anhang (8. 75, Formel 15) gegebene Gesetz. 


Bildet man 

un ze. ARE 
02 du De dv ae = 

ne 2% de DE ee a 
dus Re ad al dvöp,_ı,1 dv OPo,o 

oK RRIRENTERE 

nG Ve ee ) 

au OB +10 a we 


so erhält man 
B 00 nd, 
du 02 dv 02 
d? 0%, de (09, ,09, 
Sr, nee 010) | dv:dp, Tr 
do W, a (08, 20, Mow, 
% ar OPso een, ne u a dv OPo: 2 du? OPıo 


Pa Rk:2 re, 


PR a? (= en En 
dudv\0pı OPio Av? OPyı 
een aan Kam), 
Lau” op, Awdv\öp,_,ı PPao 
a ua all) Aal Dr aa rn 
aut op, 0 du 0p,-1,0 dv 0m, 9-1 
2 
nl ie ee EB ot Be 0%, 
+1,0 Po,o+1 
re REN 1 ae y 
dus +!öp aut!om 


Die höchste Ordnung der in ®,, #, auftretenden Differentialquotienten 
war gleich o angenommen, es gilt also jedenfalls 
2% DW WE 3%, 


39 0 2 = —=(,... 2_—( 
2 OPg+1,0 i TANETE 6Po,o+1 
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Der Ausdruck (38) ist identisch Null, da die (og + 2)ten totalen Diffe- 
rentialquotienten wegen der Beziehungen (39) wegfallen und alle übrigen 
Glieder sich gegenseitig zerstören. 

Nach dem Gesagten ist es ferner einleuchtend, daß, wenn zwei 
Funktionen #,, %, gleicher (uter) Ordnung die Beziehungen 


eo op, OP, 0», 


erfüllen, der Ausdruck 


de  d®, 
du 3 dv 
die Hauptgleichung 2uter Ordnung befriedigt. Sind ®,, ©, Funktionen 


von gleicher, beliebig hoher Ordnung u und erfüllen die Gleichung (8), 
d.h. (wenn man die totalen ee ausführt) die Gleichung 


Be =) AL Be 7 Be Fr 7 


00, 00, 00, 2 HORNE 00, . Fam 
= Fe SP rT, or (Zu Mn: er ee Dass er Don Dur | = 4, 


so müssen, da H von der vten Ordnung (v < u) ist, &,, &, dem System 


genügen 
00 _ 0 00, 0%, 0 00, 


OP u,0 ne; ER OPuo En: OPy,u T: 
Dann erfüllt also der Ausdruck 


die Hauptgleichung der Variation 2uter Ordnung identischh Wenn 
©, @, die Gleichung (8) erfüllen, muß auch ZH der Hauptgleichung 
der Variation 2uter Ordnung genügen 


oH arocH d d’ oH 
a a nlE a wen, OP .o ni oh u 4 


ff RE EN 
al 13) Ye ee ar dv“ OP, ee >= 


Da nach Voraussetzung H eine Differentialfunktion vter Ordnung ist, 
folglich alle totalen Differentialquotienten (v + 1)ter bis wter Ordnung 
wegfallen, nimmt (40) die Form an 


Eu OH. .d.oH N HUN ANA Te 
(35) RER dvdp, Ye N Fr Re Ran a ] m 


Das identische Bestehen der hen der Variation 2vter 
Ordnung 


(40) 
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ist also eine notwendige Bedingung für die Existenz von Lösungen der 
Gleichung 


(wobei H eine Funktion von u, v,2 umd den partiellen Ableitungen von 2 
bis zur vten Ordnung ist). Es soll bewiesen werden, daß diese Bedin- 
gung auch hinreichend ist. 


3. Das identische Bestehen der Hauptgleichung der Variation als 
hinreichende Bedingung für die Existenz des allgemeinsten 
Lösungspaares. Bestimmung der unbekannten Differentialfunktionen. 


Wenn es irgend ein Lösungspaar 2,, 2, von (8) gibt, so lauten 
(wie auf 8. 19—23 abgeleitet wurde) die allgemeinsten Lösungen die- 
ser Gleichung 

=, + , 
(34) £ 
0, = — ER : 


f ist eine willkürliche Funktion beliebig hoher Ordnung. 


Kann ich auf Grund des identischen Bestehens der Hauptglei- 
chung zwei Funktionen 2,, 2, vter Ordnung angeben, die der Glei- 
chung (8) genügen, so ist damit die Existenz des allgemeinsten Lösungs- 
paares (34) gewährleistet; dann ist gezeigt, daß die (auf 8. 25) als 
notwendig erkannte Bedingung, das identische Bestehen der Haupt- 
gleichung der Variation, für die Existenz von Lösungen einer Gleichung 
(8) hinreichend ist. Um den Gedankengang der allgemeinen Unter- 
suchung möglichst klar zu kennzeichnen, will ich zunächst den Fall 
v= 2 erörtern. 


a) Der Fallv=2. 


H sei eine Funktion der beiden unabhängigen Variablen « und v, 
der abhängigen Variablen 2 und deren partiellen Ableitungen bis zur 
zweiten Ordnung. H erfülle die zugehörige Hauptgleichung der Varia- 
tion 4ter Ordnung. Ich will zeigen, daß es unter dieser Bedingung 
zwei Differentialfunktionen ®,, ®, zweiter Ordnung gibt, welche die 
Gleichung 


do, (U, %,2,...Pgo»Pıı» Pos) | Bo, (ü,d, 2, 2. Paor Pr Pos) 
(41) ; EB ae a TER de PO — H(... 20, Pr» Pos) 
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erfüllen, oder, wenn man die totalen ne ausführt, 


[= + 


0 0 

+52|+[5 en Pot Au pa |t 

0@, 00, 2 66 08: 

"Paı A Be ax Pı2 \E OÖ Pos Dis | = 2 
Da die a identisch gelten soll, muß, wenn überhaupt ein 
Lösungspaar ®,, ©, von (41) existiert, dieses Funktionenpaar das 
System befriedigen 


ER 


+ 


ar En Pso Y ga 


0o, 0 0@, ı 00 :_ 00, 00, Are 


(42) 


OPso Tr OPrı One a Os oPıı i Dh 
Hieraus ergibt sich unmittelbar, daß für zwei Funktionen &,, @,, die 
der Gleichung (41) genügen, die zweiten partiellen Ableitungen nach 
Pso> Pır, Poz verschwinden müssen: 

0°0, 2 ei, 0) 0° 0, 
RE a a ; RE N PR 


—(V) Tm,n=0,1,2). 


@,, © müssen also jedenfalls linear sein in 230, Pr, Po; aus den Glei- 


chungen (42) folgt, daß sie die Form haben 


(43) = APutl Pat 9 
of 'Po—Ts'Pıt 9 
wobei /,, fa; 91, 9, unbestimmte Funktionen erster Ordnung, d. h, von 


%, ®, 2, Pro; Po bedeuten. Setzt man für @,, ©, die Ausdrücke (43) 
in die Gleichung (41) ein, so erhält man 


: = — d 1 d E) 
ul "PırtfePoel + FE A Po Pu) t . + el 
oder 


 dy, , dg, d d 
(44) en Aw zn  — H—|7,(f: Bin + FaDo) + 45 — fir — Pop). 


Die linke Seite dieser Gleichung, eine Summe zweier totalen Differen- 
tialquotienten von noch unbestimmten Funktionen, ist in den Ablei- 
tungen 9595 Pır> Pos linear. Wenn es Funktionen ®,, ©, gibt, die der 
Gleichung (41) genügen, so muß es möglich sein, fi, f, 30 zu be- 
stimmen, daß die rechte Seite der Gleichung (44) ebenfalls in pP, Pır; 
Pos linear ist. Ich will zeigen, daß man f,, f%; so bestimmen kann. 
Eine Funktion 7 zweiter Ordnung, welche der Hauptgleichung der 
Variation identisch genügt, enthält die Größen p34, Pıı, Pos außer in den 
ersten Potenzen, nur in der Verbindung 


Be 
Pzo Pia — Pıı- 


Das ist sofort einzusehen, wenn man die Hauptgleichung der Variation 
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nach den vierten Differentialquotienten 


Pao» Paı, Pag, Pıs> Pos 
differentiiert; man erhält 


®H 9: PH ag mE HL gi 9 @Eemen 
BR Mao OPıı RC FERN: i 0000 Er 


(s. Anhang $. 77, 78, Formel (25) und (26) fürv=2, m=|). 


Aus diesen Gleichungen folgen unmittelbar (durch Differentiation nach 
Po, Pır> Poe) die Beziehungen 
o°H er 
Par OD mh ? 
wobei /, m, k die Werte O0, 1, 2 annehmen (s. Anhang Formel (23) 
für v=2). Der Klammerausdruck in (44) enthält die zweiten Po- 
tenzen von Pg0; Pırz Pos ebenfalls nur in der Verbindung 


| a 
PeoPoe — Pı1) 


es ist 
SU1_o, „PUl.no, Sl 
OP2o ’ OP 0Pıı 4 OP110D, OPde 
Eu (26 _ 28), 
I, OPgo O Pos OPıo OP’ oPplı OPıo OP} ’ 
DO] Veen 
OPgo O Pos 2 oplı 
Wenn 
3 
(45) Ofs Be of, a 0e°H 


OPıo OP  ÖProÖPos 

ist, so ist die rechte Seite von (44) linear in den zweiten Ableitungen 
von 2. Gleichung (45) ist immer lösbar. Sind F\, F, irgend welche 
Funktionen, die der Gleichung (45) genügen, und man bezeichnet die 
allgemeine Lösung mit 

er F 1 

I La Hs) 
so müssen F\, F, der Gleichung genügen 

OR ER 

Pro Par’ 


Den: 


ZUTIER Dh 29’ 
worin F' eine unbestimmte Funktion erster Ordnung bedeutet; das all- 
gemeine Lösungssystem von (45) lautet also 


(46) nn: eanere® 
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Die rechte Seite von (44) nimmt die Gestalt an 
d l 
15 Mes FA Pt Fr Pe) + Er "Pfr Pı)]| 


oF d oF OF 
— (er Pu a Pos) ie Fi OPıo WIR Ir op. 2. 
oder, wenn | 
d! d 
(47) H— Fr (F put FR: Po) + Er Bene Pu) £% 
gesetzt wird, 


(48) Artnr R]| 
d. h. 


H, ist eine vollkommen bestimmte Funktion, die linear in Po, Pır> Pos 

ist; 9, 9, Sind unbestimmte Funktionen erster Ordnung. Nimmt man 
den Ausdruck 

3 dp 

’r dv 


auf die linke Seite von (44) herüber, und bezeichnet , — p, wieder 
mit @,, 9 — 9, mit 95, so erhält (44) die Gestalt 


d dp, 
(49) -. — T 


Es läßt sich zeigen, daß FH, die Hauptgleichung der Variation iden- 
tisch erfüllt. 7, hatte die Bedeutung 


ot HM e Bier: ae F, Po — Fa Du) 


Ich habe angenommen, daß H die Hauptgleichung befriedigt, man sieht 
leicht, daß auch der Klammerausdruck in (47) der Hauptgleichung 
identisch genügt. Ich setze zur Abkürzung 
FF Put Pe Hı 

a 
dann ist | 

op, DEREN op, | DB, op, 

APR EN 4 OP r OPı1 SL Ö Pos 
Nach dem auf Seite (25) Gezeigten befriedigt der Ausdruck 


AP, dP, 
du dv 


=, 


die Hauptgleichung der Variation 4ter Ordnung identisch. Da 4 und 
der Klammerausdruck in (47) die Hauptgleichung befriedigen, genügt 
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auch A, der Hauptgleichung identisch. Wenn ein Lösungspaar ®,, @, 
von (41) existiert, so hat es nach (43) und (46) die Gestalt 


oF oF 
= FF Put fr‘ Po ES u = Zn pı 
oF oF 
0 = — Do 23 Du BER "Po dp. 
(worin F,, F, durch Quadraturen bestimmte Funktionen, F, @,, 9, 
unbestimmte Funktionen von u, ®, 2, Po, Po, Sind) oder, wenn man 


abkürzt 


"Pıt 9 


FF 2 EB Da 7, 
| le a ee 2 
gilt 
N 
" Pıı dp,, Pot Pı 


oF oF 


rar 1 re dp, "Pıı 7 95 


setzt man 


wobei @,, 9, unbestimmte Funktionen von «, v, 2, Po; Pu, Sind, und 
schreibt anstelle von 9, — 9, 93 — %, wie auf Seite 29 wieder 9,, 
Y,, so nehmen ®,, ®, die Form an 


dF 
irn 

(80) ar 
Pu 2 Fra u? 


P,, P, sind vollkommen bestimmt durch Quadraturen; F, @,, 9, sind 
unbestimmte Funktionen der unabhängigen Variablen «, v, der ab- 
hängigen 2 und deren ersten partiellen Ableitungen 9,9, Pau; Pı> Pa 
müssen die Bedingung (49) erfüllen. 

Wenn ich zeigen kann, daß es ein Lösungspaar ,, 9, (erster Ord- 
nung) der Gleichung 
(49) BEN er 


gibt (H, ist in den zweiten partiellen Ableitungen von 2 linear und genügt 
der Hauptgleichung der Variation), so ist damit auch die Existenz zweier 
Funktionen @,, © (zweiter Ordnung) erwiesen, welche die Gleichung 


Fa 


(41) du r dv -H 


befriedigen, worin H eine Funktion zweiter Ordnung ist, die nicht in den 
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höchsten Ableitungen von 2 linear zu sein braucht, nur der Bedingung 
unterworfen ist, daß sie die Haugtgleichung der ‚Variation identisch erfüllt. 
Führt man die totalen Differentialquotienten in (49) aus, so erhält man 


09, 0%; 09, 09; 
eu a 09V 27 02 Pot 95 Poı 


091 991, I9\, LERIPNECER: 
5 OPıo P2o % Er Je Put 0 Da Pos 7 an 


Wenn es Lösungen dieser Gleichung gibt, müssen sie jedenfalls dem 


System genügen 
a Beh 
OPıo OPso 


0 0 oH, 
51 1 sur G 
( ) OPsı 1% OPıo OPıı 

095 ah oH, 

OPrı OPos- 


Es ist die Frage, unter welchen Bedingungen ist dieses System inte- 
grabel. In dem vorliegenden einfachen Fall, wenn 7, von der zweiten 
Ordnung ist, lassen sich die Integrabilitätsbedingungen leicht über- 
sehen. Ich will aber, um die Gedanken der allgemeinen Untersuchung 
möglichst klar hervortreten zu lassen, auch hier dem Weg des allge- 
meinen Verfahrens folgen. 

Um das in der Einleitung gegebene Riquiersche Kriterium (s. 5.10 
und 11) anwenden zu können, schreibe ich das System (50) „orthonom“: 


09; A cH, 
OPıo ÖPso 
7) 04H, op 
52 ee a 
‘ ) OPıo Pi OPoı 
09 _ OH. 
OPoı OÖ Pos 
Wählt man etwa folgendes Ziffernschema 
Pıo | Por | Pı | Ps 
EEE RR 


woraus folgt 
op, | Oyı | 995 | 693 
OPıo | OPoı | OPıo | OPoı 


DER. 


2; 


so sieht man unmittelbar ein, daß (52) ein orthonomes System dar- 
stell. Die niedrigste Ziffer der linken Seiten, der Hauptableitungen, 
ist d= 2; das System (52) besitzt eine einzige „wesentliche Ableitung“ 
OÖ’ ps 
OP 0Poı ’ 
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ihre höchste Ziffer ist 

2—=-4=-0-+2. 
Nach Riquier erhält man die notwendigen und hinreichenden Bedin- 
gungen für die Integrabilität eines solchen orthonomen Systems, wenn 
man die einzelnen Gleichungen nach den Argumenten 9,9, 2, differen- 
tiiert und die Gleichungen des so erhaltenen „erweiterten Systems“, 
nachdem man es orthonom geschrieben hat, in Gruppen ordnet nach 
den wachsenden Ziffern der linken Seiten: 


Bl 
00: OPs0 
R 09 _0H, 


+1" 9991 IR OPoa 
09% _0H, _ 09 
OPıo OPıı OPrı 


N FE r AR ®H 
Opi, OD AD or nn 
KENT IE ep __FH "| FH 
A s2" OP10 0 Da, ÖPıo0Pgs’ OPiı ÖPoı ÖPo2 
A a ee 
09:0, 000,500, OPoı OVao DR ODER DENE O Phi 
09 __FH: 


op3, 12 OP Po 


Eliminiert man aus den Gruppen $, bis S, die gleichlautenden Ab- 
leitungen der linken Seiten (die wesentlichen Ableitungen, derivees 
cardinales), so ergibt sich aus S.: 


BEE RR NER A 0°’ 9, 
OP10 0 Bes OPoı OPı1 op3ı 
oder 
22 3 ng 
(53) Re N 0 a: Ir [7] H, , 
pl OPoı OPıı OP,0 OPoa 


Wenn man diese Gleichung zu dem ursprünglichen System (52) hin- 
zunimmt, erhält man das neue orthonome System 


09, _ OH, 

ea, 

0’ 9, a 0’H, IR o*H, j 
(54) OPı 7 OPoı OPıı OPıo OPos 


Op; iS oH, Aa 09, 
OPıo OPıı OPrı 
©P; 0, j 
DD RDD. 
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Dieses System besitzt zwei wesentliche Ableitungen 


a Zu d $- 0’p, 
OP,0 OPıı » OP 0 Pr’ 
ihre höchste Ziffer ist 
2=4=0+2. 


Das aus (54) durch Differentiation der einzelnen Gleichungen gebildete 
erweiterte System lautet orthonom geschrieben und wie oben in Grup- 
pen geordnet: 


Sr 09, Er oH, 
0 ÖP2o 
Ss. . 0°, a 0°, 0° 9, ER Def, 
ro Pro OöPso’ ÖProOPoı Pr OPao 
0° 9, er 07 
OP Por OPrı BR OPıo Pos 
09, wu °H, 
REEL TE 
09% _ OH, _ 29 
Op Hr, OPyı 
Ss 3 0°Q, Gr 0’, 0°’, Se RR A 0°’ gQ, . HN 
einen, OPfo0Peo’ OPio OPrı Pro OPoıOPen’ Pro OPdı _ OPsıOPeo 
o’Q, Er oH, 0°H, 0°, as o’H, Br o°H, et 
OB OPı0 O0 Por OPr1 E DROP, Op, 2.003 0D., OPıo OPoı OPos 
OÖ’ @; er 0’H, 0’ p, za OH, 
OPıo Por Oro OÖ Po? OP .. OPgı OPoe 


0° ps OH, o®H, OÖ ps oH, 


0% Ar: OP 0 0Pı1 Ei ÖDrı OP’ OPıo OPyı 5. 0910003’ 


Aus S,_,;,,; erhält man als notwendige und hinreichende Bedingung 

für, die Integrabilität des Systems (54) und damit des Systems (52): 
EEE 1 one a ER 

OP10 0Poı OPıı OPio OPos OP OD 


(55) 


Diese Differentialbeziehung besteht aber für jede Funktion 4, zweiter 
Ordnung, die in den höchsten Ableitungen von z linear ist und der 
Hauptgleichung der Variation identisch genügt, da sich durch zwei- 
malige Differentiation der Hauptgleichung nach p,, und 2, unmittelbar 
der Ausdruck (55) ergibt (siehe Anhang Formel (31) für v=2, 1=0, 
m=1). Das System (54), also auch (52) und (51) ist integrabel. 
Aus der Gestalt der Gleichungen kann man nach Riquier die Form 
der zu bestimmenden Funktionen und ihre Willkürlichkeiten sofort an- 
geben (wie in der Einleitung S. 11—15 näher ausgeführt wurde). Zur 
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Bestimmung von 9, hat man die Gleichungen 


09 _ CH, 
OPıo Br 02. 
54 
( a) 029, 0°H, 0° H, 


Op Por OP Bro OPos 
Denkt man sich das Integral in der Umgebung gewisser Anfangswerte 
Pıo— Tin; Por %ı a eine Potenzreihe entwickelt nach steigenden 
Potenzen von 
Po 7 Tor Por 7 Toı 


mit Koeffizienten, die von u, v, z abhängen, so heißt nach Riquier 
derjenige Teil der Entwicklung „Anfangsbestimmung“, welcher von der 
Gesamtheit der Glieder gebildet wird, die (abgesehen von Zahlenfak- 
- toren) die Anfangswerte der unbekannten Funktion und ihrer Neben- 
ableitungen aller Ordnungen zu Koeffizienten haben (siehe Einleitung 
S.12). Man erhält die Anfangsbestimmung des Integrals eines Systems 
(54a), wenn man aus einer unbestimmten Funktion von 249 Po (Siehe 
8. 12ff.) die „irreduktible“ Gesamtheit der Monome 
(E) (Pro — 0); (Por — For)” 
herausschneidet. Ich bilde 
Ey: (Por — Fu)” 
E,=«: (Po — %0) 
6 = Es: (Par — Fo)” 
Der unbestimmten Funktion von 9,9 25 gebe ich die Form 


Fu, d, 2, Po) + (Pin — Mo) Fıl%, d, 2, Por Por). 
F, ist eine unbestimmte Funktion von u, ©, 2, 9,1; F} von u, d, 2, Pıo, Par, 
wobei «, v, z als Parameter betrachtet werden. Da E, das Monom 
Pıo— To enthält, ist F, identisch Null zu setzen. Aus F, hat man 
das Monom e, auszuschneiden; man erhält aus F, 


A + B(Paı -- Foı)ı 
worin A und D „unbestimmte Konstanten“ bedeuten; A und D hängen 


natürlich von u, v, z ab, d.h. sie sind willkürliche Funktionen dieser 
Argumente. Die Anfangsbestimmung des allgemeinen Integrals von 


(54a) hat also die Form 
Alu, ©, 2) + (Por — Tu) Plu, v, 2); 
d.h. ich kann dem Integral die Anfangsbedingungen vorschreiben: 


|9ı (u, d, 2, Pio» Por) |pı =. 91 (u, v, 2), 
pP 


oı = Tor 
N 


eg, H F 
ei |pu =Ao k (u, v, 2), 
Poı Poı = Tloı 
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9, und k sind willkürlich gegebene Funktionen. g, hat die Gestalt 
9, = 9m v2) + (Pr Aı)k %, 2) + D(.: ., Po» Por)- 
Da g, und % unbestimmte Funktionen von w, v, 2 sind, kann ich 
9,(u, d%, 2) — Ru: ku, v, 2) zu einer unbestimmten Funktion zusammen- 
fassen, die ich wieder mit g,(“, v, 2) bezeichne; es ist 
(86) 9,= 99,2) + Por kl, v2) + D,(u, d, 2, Pio, Por)- 
Dann ergibt sich , aus den Gleichungen des Systems (54) 
(87) 9; = 92 (U, %, 2) — Pro: Klum, ©, 2) + D,(u, dv, &, Po, Pan); 
®,, ®, sind vollkommen bestimmte Funktionen; g,, 9, k sind unbe- 
stimmte Funktionen von u, v, 2. Ich setze 
HS og(u, v, 2) 
k(u, d, 2) an nn... 
dann lassen sich die Ausdrücke (56) und (57) für 9,, @, schreiben 


d Er 
en Pa PD, + 7,9% » 2) + 0, (u, v, 2) 
(58) ; A 
9 = D— z,9Wwv 2) + 0, dv, 2). 


9, ©, ©, sind unbestimmte Funktionen von w,v,2. Wenn 9,, 
Lösungen von (49) sind, so muß es möglich sein, @,, ©, so zu be- 
stimmen, daß die Gleichung ß 


(59) = Ei Er Ben [+ 
erfüllt ist. 

Es läßt sich zeigen, daß H unabhängig von den zweiten Ablei- 
tungen ist und der Hauptgleichung der Variation identisch genügt. 


Bildet man die Ableitungen von H nach Ps Pır> Po, SO Sieht man, 
daß 


ner oH, anne: OR, &H 


a on 
OPgo OPso OPıo C Paso EPso : 2%, \ 
es ist 
BE EL ER re PITRER 0: 
OP e OP11 65 ar OPr1 Od De 
ebenso 
oH 
AN 
OPos 


H genügt auch der Hauptgleichung der Variation identisch, da H, die 
Hauptgleichung erfüllt, und nach dem auf 8. 25ff. Gesagten ein Aus- 
druck 


Fr: DB dv ®, |, 
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wobei ®,, ®, die Beziehungen erfüllen 
8, 08, , 88, ö8, 5® 
OT A De +7 = De 
die Hauptgleichung vierter Ordnung identisch befriedigt. 
Jede Funktion H von u, v, 2, Po, Prı (erster Ordnung), die der 
Hauptgleichung identisch genügt, ist aber, wie ich zeigen will, in den 
ersten Ableitungen von 2, | 


Pıo> Poı> 
linear.‘) Differentiiert man die Haupteleichung nach 


"Pa0o> Pıı> Pos» 
so findet sich 
PH EOETN 2 
0PIo ’ Oo 0Prı RER j 
(s. Anhang Formel (24) für v—1). 
Das Problem, zwei Funktionen erster Ordnung $,, 9, zu bestimmen, 


die der Gleichung Age, 
(49) 


dp, 
ne 


(H, ist in den zweiten N Ableitungen von 2 linear und genügt 
der Hauptgleichung identisch) ist also auf ein gleichartiges Problem zu- 
rückgeführt, bei dem die Ordnung um eine Einheit erniedrigt ist. 
Ich will zeigen, daß zwei Funktionen 
@,(%, v, 2) 
@, (u, v, 2) 


sich immer so bestimmen lassen, daß sie die Gleichung erfüllen 


(99) 


wenn H der Hauptgleichung genügt und also in den ersten partiellen 
Ableitungen von 2 linear ist. 
Aus (59) folgt, daß o,, ©, dem System genügen müssen 


00, ROH 
MATCH 
00, 2 oH 
02 De 
Daraus ergibt sich 
) De de +v, (u, v) 
(60) SH 


u Er d2 + Y,(W 0), 


1) Dies ist ein wesentlicher Unterschied gegenüber den Differentialfunktionen 
H von höherer als der ersten Ordnung (vgl. S. 40). 
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d%,, %, sind unbestimmte Funktionen; setzt man die Ausdrücke (60) 
in (99) ein, so erhält man für %,, %, die Bestimmungsgleichung 


> at 0) rd oH d oH — 
(61) r Hl, ee 7, MH 


H ist eine rede die die Argumente 


2, Po» Poi 


nicht mehr enthält, d. h. eine Funktion von u und v, 
H(u, v). 


Das ıst unmittelbar einzusehen. Es ist 


ET 
O Pyı OPrı OPoı 


und Ne 
oH oH d oH doH 


02 02 dudpmo dv Op 


—0, 


da H eine Funktion bedeutet, die der Hauptgleichung genügt. Die 
Gleichung 


(61) EN, me mus) 


ist, wie gezeigt wurde, (s. S. 16), bedingungslos lösbar; %,, %, ergeben 
sich (nach S. 16) in der Form 


ER 
wo 9W, v) 
= (A 
%, — / H, v)dv— „.9(u, v). 


Aus (60) ergeben sich nun für ®,, ©, die Ausdrücke 


(62) 


4 — ds 

0, — (u, vd, 2)+ % I(u, v) 
(63) wi 

0, per 52, (u, ®, 2 E; I“, v). 


2,, 2, sind vollständig bestimmte Funktionen; 7 ist eine willkürliche 
Funktion von u, v. Wenn H eine Funktion erster Ordnung ist, die 
der Hauptgleichung genügt, gibt es also zwei Funktionen 

o,(u, vd, 2), @y,(u, dv, 2), 


die die Gleichung erfüllen 


do, do = 7. 
(59) du IE a —- MH. 
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Dann existieren (nach dem auf S. 36 Gesagten) ebenfalls zwei Funk- 
tionen erster Ordnung 
p, (u, d, 2, Pio> Por) 
Ga(U, vd, 2, Pıo, Pa), 


welche die Gleichung erfüllen 


| dy, , dy 
(49) BE, 


wo H, eine lineare Funktion zweiter Ordnung bedeutet, die die Haupt- 
gleichung identisch befriedigt. 

Es ist bewiesen worden (s. S. 30), daß das Vorhandensein von Lö- 
sungen der Gleichung (49) die Existenz zweier Funktionen ®, = 9, 
0, = 2, (zweiter Ordnung) gewährleistet, welche Lösungen der Glei- 
chung sind B 

\ @, q 9, 
Ei a Tee 


worin H eine Funktion zweiter Ordnung ist, welche nicht linear in den 
höchsten Ableitungen zu sein braucht, aber die Hauptgleichung iden- 
tisch befriedigt; dann lautet nach S. 23 das allgemeinste Lösungssystem 
von (41) 


d 

0; 2, v- ft .,) Po,0: SE) Po,o) 
d 

= alle Dojo "ns Dose) 


Das identische Bestehen der Hauptgleichung der Variation ist 
also eine hinreichende Bedingung für die Existenz des allgemeinsten 
Lösungspaares der Gleichung (41); daß diese Bedingung notwendig ist, 
ist schon bewiesen worden (Ss. 5. 25). 

Zusammenfassend kann man sagen: 

Wenn H eine Funktion zweier unabhängigen, einer abhängigen Va- 
riablen und deren Ableitungen bis zur zweiten Ordnung bedeutet, 


H(u, v, 2, Po, Por, P2o, Pır> Poe); 
so ist das identische Bestehen der Hauptgleichung der Variation 
oH d oH d 0oH d®? oH d 00H d? 0H 
dz_ |; Fr OP dv a ar du? 09  dudvop, de? or u 
notwendig und hinreichend für die Existenz zweier Funktionen ®,, ©, 
beliebig hoher Ordnung, die die Gleichung erfüllen 


Ist diese Integrabilitätsbedingung erfüllt, so ist nach dem Vorhergehenden 
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die wirkliche Bestimmung der Funktionen ®,, ©, auf Quadraturen zu- 
rückgeführt. Die willkürlichen Elemente ordnen sich in übersichtlicher 
Weise. 

Um dies klar hervortreten zu lassen, stelle ich die Einzelergebnisse 
der Reehnungsabschnitte hier zusammen. Es fand sich 


d r 
| 0) a=-4,-= P, 7 u, v,2, Pro» Paı) + y,(u, v, £, Pıo» Poı) 
(5 
‘ d 
9 — 22, en: P, FE FRAU? ®, 2, Pıo» Poı) + Ps (t, v, 2, P10» Par); 
worin P,, P, durch Quadraturen bestimmte Funktionen sind, F eine 
unbestimmte Funktion erster Ordnung (von den Argumenten u, v, 2 
Po; Po) und ,, 9, gegeben sind durch 


? 


l er 
77,7 D, nz 19, v, ) +09; (u, v, 2) 
(58) 


d \ 2% 
N er FRAGE v,2) +0 (u, v, 2), 

®,, ®, sind durch Quadraturen gefundene Funktionen, g eine unbe- 
stimmte Funktion nullter Ordnung (von «, v, 2), und @,, @, haben die 
Bedeutung 

= Ze ER, 

u an FrRAUZ v) 
> ER 

hl — uw v), 
2,, 2, sind durch Quadraturen gegeben, 9 ist eine unbestimmte Funk- 


tion von u und v. 
Im Endresultat 


d 
=[P, +9, +82] + EN, [F(.. ., Po, Por) + 9 (u, v, 2) + Fu, v)] 


52, 
| — d 
%,=-|P, ++] —- ER [FC..., Pi Por) + 9m, v,2) + 9 (u, v)] 
fügen sich die unbestimmt bleibenden Funktionen 
F(u, v, 2, Pıo, Por) 
9(u, v, 2) 
5a, 0) 
zu einer einzigen willkürlichen Differentialfunktion erster Ordnung zu- 
sammen; ich nenne sie wieder 
Fu, ®, 2, Pıo Par): 
Setzt man zur Abkürzung 
a Bela 2, =2, 
BR+,+9,-2, 
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so lautet das Lösungspaar &, = 2,, 0 = R, (zweiter Ordnung) der 
Gleichung (41) 


d 

2,=2%+ FFR ACH ©, 2, Pıo Pr) 
d 

im ut, v, 2, Pio Por)» 


2,, 2, sind vollständig durch Quadraturen bestimmt, F ıst eine willkür- 
liche Funktion erster Ordnung. Dann ergibt sich nach (34) als allge- 
meinstes Lösungspaar von (41) 


d ‚2 
93, —=-2&,+ 15 PN Pu, Po,u)] 


d 
Bienen Pu,o Po)» 


(Ser Du Fe 
x 2 du 


worin u eine beliebige positive ganze Zahl ist. 

Die beiden willkürlichen Funktionen F...; 20, 24) und f(..., 
Pu,so» *:> Po,u) Schließen sich zu einer zusammen; ich bezeichne diese 
wieder mit 

Ti, 00.0 Pin Roc ie Pu,0» "> Po,u) 
und erhalte als allgemeinstes Lösungspaar der Gleichung 


do, 
du 


do, 
E— z tale P20 Pı1 Pos) 


(AH erfülle die Hauptgleichung 4ter Ordnung identisch) 


d 
0, mehren P.,0 ER 


d 
RT 25 Fa Zuft .; Pu,0 Baler? ee 


worin &,, 2, durch Quadraturen vollständig bestimmte Funktionen sind, 
f eine willkürliche Funktion. beliebig hoher Ordnung bedeutet. 


b) Der Fall v>2. 


Ist H eine Funktion von höherer als zweiter Ordnung, v > 2, so 
gestaltet sich die Untersuchung entsprechend. Ein kleiner Unterschied 
in der Behandlung wird allerdings dadurch bedingt, daß eine Funktion 
von höherer als erster Ordnung, welche die Hauptgleichung identisch 
erfüllt, in den höchsten Ableitungen von z nicht linear zu sein braucht, 
eine Funktion erster Ordnung aber, die der Hauptgleichung genügt, eo 
ipso in den höchsten (ersten) Ableitungen von 2 linear ist (was auf 
S. 36 bewiesen und benutzt wurde). 
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Das Problem: 
Die Existenz zweier Funktionen, @,, 9, (v— 1)ter Ordnung zu be- 
weisen, welche die Gleichung erfüllen 


(wo H, in den Ableitungen höchster (vter) Ordnung linear ist und 
der Hauptgleichung genügt) 


kann auf ein entsprechendes Problem zurückgeführt werden, bei dem 
die Ordnung um eine Einheit erniedrigt ist. Im Fall v»—=2 ist dieses 
neue Problem dem ursprünglichen vollkommen gleichartig, d. h. die 
H-Funktion ist wieder in den höchsten (ersten) Ableitungen linear. 
Wenn v>2, so ist im neuen Problem die A-Funktion im allgemeinen 
nicht linear in den höchsten Ableitungen von 2. Ein wesentlich neuer 
Gedanke tritt aber an dieser Stelle nicht auf. Um die Zurückführung 
auf ein vollkommen gleichartiges Problem niedrigerer Ordnung zu 
ermöglichen, hat man noch einmal dieselbe Schlußweise anzuwenden, 
die benutzt wird, um zu zeigen, daß die Existenz von Lösungen der 
Gleichung 
do, 


do, 
a 


(in welcher H eine beliebige Funktion v-ter Ordnung bedeutet) gewähr- 
leistet ist durch das Vorhandensein von Lösungen der entsprechenden 
Gleichung, in der die #-Funktion linear in den vten Differential- 
quotienten ist. 

Ich gehe nun zur Erörterung des Falles v > 2 über. 

H sei eine Funktion zweier unabhängigen Variabeln u, v, einer 
abhängigen Variabeln 3 und deren Ableitungen bis zur vten Ordnung, 


H(u, v, 2, Po» Pan; 5 Du,» ++ Po,»)- 
Das identische Bestehen der Hauptgleichung der Variation wurde (s. 
3. 25) als notwendig erkannt für die Existenz irgend eines Lösungspaares 
(beliebig hoher Ordnung) einer Gleichung 


Auf Grund der Form des allgemeinsten Lösungspaares 
d 
0,24 ei De 9) 


d 
= — .,f.--; P,,0 N] Po,e) 


wurde deutlich gemacht, daß diese Bedingung als hinreichend erwiesen 
ist, wenn unter der Annahme des identischen Bestehens der Haupt- 
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gleichung die Existenz eines Lösungspaares vter Ordnung 


=, ,— 2, 
aufgezeigt werden kann. 
Ich stelle mir nun folgende Aufgabe: 
Eine Funktion 7 vter Ordnung 


(1) H(u, v, 2, Pıo Par; -- +; P,,.09 >» Do) 
möge der zugehörigen Hauptgleichung 2»vter Ordnung genügen. Es 
soll die Existenz zweier Funktionen vter Ordnung 


0, =, 0 — 
erwiesen werden, welche die Gleichung 


La re RP 
5) r, „? v,0 0,v er 
(2) du a dv A 


erfüllen, oder, wenn man die totalen RS ausführt, 


+ + Gr + Gen] + 


(3) 
+ [5 p P,+1, hrs: =, ee 2: oe Pos | > H. 


Wenn es Lösungen der ee je gibt, muß (3) identisch bestehen, 


d.h. @,, ©, müssen jedenfalls das System befriedigen 


00 


az 


—0 
OP,.o 
"0a: 0 an 
(4) OP,_1, 1 OP,,o 
0@ 
Rn 
epy,: 


Durch Differentiation der Gleichungen (4) nach den vten Ableitungen 
von 2, 

(5) P,o» Pr-1,19 ** "> Po 

folgt unmittelbar, daß zwei Funktionen ®,, @,, die der Gleichung (2) 
genügen sollen, das System erfüllen müssen 


= () 
OP, 10 P, m m 
10) 0° o, 
=(, 
Op,_ l, ‚Op, MM 


worin m, Ü alle Werte von O bis v durchlaufen. Aus (6) ergibt sich, 
daB @,, @, linear in den vten Differentialquotienten sein müssen. 
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Wenn es Lösungen von (2) gibt, haben sie also nach (4) die Form 
0 [SD Te BR ENg, +9 
y—-—f, "P,,o Fr fe ER a fe "Pıv-ıTt Ps 


wobei f,...,f,, 91, 9, unbestimmte Funktionen (» — 1)ter Ordnung, 
d. h. der Argumente 


(7) 


u, dv, 2, Po Par; 5 Pr-1,09 9 Po,v—ı 
bedeuten. Setzt man diese Ausdrücke für ®,, ©, in die Gleichung (2) 
ein, so erhält man 
(8) a RT) 
v du Sri 


du 


een) =H 
oder 
= nn, hat Hrn) an Be 2,0 Pin) 
Die linke Seite dieser Gleichung, eine Summe zweier totalen Differen- 
tialquotienten noch unbestimmter Funktionen, ist in den vten Ablei- 
tungen von z linear. Wenn es Funktionen ®,, ®, gibt, die der Glei- 
chung (2) genügen, so muß es möglich sein, f,,...,f, so zu bestimmen, 
daß die rechte Seite von (9) in den vten Ableitungen von z ebenfalls 
linear ist. Ich will zeigen, daß eine solche Bestimmung von fi,.:.,f, 
möglich ist. 
Eine Funktion H (vter Ordnung), die der Hauptgleichung der 
Variation identisch genügt, ist in den vten Ableitungen von 2, 


(9) 


P,0o> Pr-1,19°", Po, 


quadratisch, d.h. 
eh be 


IE aD OP, _1, 


wobei m, n, l alle Werte von O bis v» durchlaufen. Man erhält (10) 
durch zweimalige Differentiation der Hauptgleichung nach gewissen 
Differentialguotienten (s. Anhang, Formel 23). Der Klammerausdruck 
in (9) ist ebenfalls quadratisch in den vten Ableitungen von z, wie 
man leicht einsieht. 

Es läßt sich zeigen, daß eine Funktion 7 vter Ordnung (v > 2), 
die der Hauptgleichung genügt, die vten Ableitungen von 2, abgesehen 
von linearen Ausdrücken, nur in gewissen quadratischen Verbindungen 
enthält, ähnlich wie sie sich im Fall v—=2 ergaben. ‚Es sei hier auf 
den Anhang Seite 77ff. verwiesen. Für den Gang der Beweisführung 
ist diese Tatsache nicht von Bedeutung. 
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Wenn ich zeigen kann, daß das Gleichungssystem 
o°[] 0®H 


11 —— = (m,l=0,1...v), 
) OD OP, 1,1 OP MOD, 
uch 
(12) Of “t of, Ofmxı ofırı E: oH 
< OP,_(+1),1 Od, OP, _ 11-1 OP, m O2. a. 


(m.=0,1..,%), 
integrabel ist, so ist erwiesen, daß es möglich ist, fj, fs, - - -, f, so zu 
bestimmen, daß die rechte Seite der Gleichung (9) linear ist in 


P,,o» Py-1,19 Po,» 
Das System (12) läßt sich anders schreiben. Für m = 0 lauten die 
Gleichungen 


of, of, 0H 
(13) & ale ee : aerIer N ne = 8. 
OP,-1,0 Det P,o0P,- 11 
für m =]1: 3 
i of, of, of. ne, OH, 
(14) 2 : Er 2 en 2 ET er 0 Ö 
20308 Pas Dt Pro r,0 Pr 1,1 Pe 


Veran 


oder, wenn man die vorhergehenden Gleichungen berücksichtigt, 


er, Dre © H > H 


(15) 


a 2 4 a. 1.2 Bee 
09._3,1 OP, _11—1 OP, 0D, 7 OD OD 
(I=3,4,...,P). 


Setzt man nacheinander m =2,3,4,..., Indem man immer die vor- 
hergehenden Gleichungen benutzt, so erhält man 
of, of, > H 
BE ı OP, ch EN Re 
o®H 


a EEE a 
(16) ®H 
E | 
N ah OP,_(1+2),1+2 
0H 


+ 
BO D Hm 
(t=m+1,m+2,...,9); 


dann gilt ebenfalls: 


of, Ola RR DH 
CP, (ms 1j,m = op, -1,1-1 7: BE ER 
0®H 
0 H u (7 2 ) 
OP,,0 A n;vEm I=m+2,m+B3,..3,9 ° 
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Das System (12) läßt sich also in der Form schreiben 


17) of, F -5} 0®H 
\ SE a 1 On, (m —s), m — nen 


(m=1,2,...,v—-1; I=m+1,m+2,...,») 
oder, wenn man zur Abkürzung setzt 


(18) > Kern h 
$ = 
| ä a a N Be 
lautet das System: 
of Om 

(19) 7) a RT: d u hm 

P,—m,m-1ı Pactı-i 

(m=1,2,...,v—1; I =m+1,m+2,...,?). 


Ich will zeigen, daß dieses System (19) integrabel ist. 
Wählt man das Ziffernschema 


P,-ı,0 P»-3,1 RR Po w—ı | a 


22 


Beer, 
also 
ae NE ORRIE 
0 iz pe | | OP,_1,1-1 Ra > 
2 | 3 Ber] 


so sieht man unmittelbar ein, daß (19) ein „orthonomes“ System ist. 
Die niedrigste Ziffer der linken Seiten ist 
alle „wesentlichen Ableitungen“ des Systems sind zweite Differential- 
quotienten von f-Funktionen. Die höchste Ziffer Q& besitzen offenbar 
die wesentlichen Ableitungen der Form 
ef, 
IR RER n—1 OP, i—1 | 


Nach dem gegebenen Ziffernschema ist also 
2=-vy+2=0+v-—1. 
Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen für die Inte- 
grabilität eines solchen orthonomen Systems (19) erhält man nach 


Riquier, wenn man die einzelnen Gleichungen nach sämtlichen 
(v — 1)ten Ableitungen von 2, 


P,-1,» P-2,17°° > Po,v-10 


differentiiert, das auf solche Weise erhaltene „erweiterte System“ or- 
thonom schreibt, in Gruppen ordnet nach den wachsenden Ziffern der 
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linken Seiten und die gleichlautenden Ableitungen der linken Seiten 
(die wesentlichen Ableitungen) aus den Gruppen &, bis 8, eliminiert. 
Das erweiterte System lautet orthonom geschrieben und geordnet: 


of, of, 
NIE ee ee 
N U 
of, of, 
5, = + Rg,1 
441° &,_., 0 In. 
of. of, 
OP,_ 3,1 ee 
ET = fr Ohr 
OP, 1,0 0 De ED Due m—1 OD 
A (m=i,2,.s 
allgemein: 
Sg EN = of, 
k Sr 
open OP, _ 41,1 a 
fr 2 er, 
PN est OP,_-a+n,1 ie 
0° f, On oh,, m 
re De A u ee OD n—i 
0° f, 07% ® Oh, n 
OD DE DD TED a 
m, n=1,2, ll) 
of, of 
Ss h 5 == 2 + h, 1 
ENTE ODE De i 
of, of 
=, + h, v—1 
OP ya 2 
S BL, = m m 
rd OB Mm a OP za 
ii: O°f, ah 


Opa EU NE BE Dr EN OP, 


(mn ED: 
Durch Elimination gleichlautender Ableitungen der linken Seiten er- 
geben sich aus 


SS se 


+17 ° ae 


Über ein Problem der Integration von Differentialfunktionen usw. 47 


als notwendige und hinreichende Bedingungen für die Integrabilität des 
Systems (19) die folgenden Gleichungen: 


Ed Oh, ı Ohg ı Ohz 5 
Ba N er 
aus S;+;,: 21, an, ah 
RE ige ÖP,_3, 1 “7 aD, 0 
Chz ol ı Ohy.s 
pn ‚3 ae 2 PB, _,0o 
Ohz s Ohy.s Oh, z 


\- 7 A 2 
DB rapilss OP,-2,1 
allgemein aus $,: 


ER oh 


MN 


Oh, m 


>= 


AB. 11 On EN 
Gm zRn.ted, emer.el;nel,..,F-i). 


i,n 


aus S 2 
oh 


Oh n AR 2 v,m 


=- — ) 
Po v1 OP,_m,m-1 re ee 


d.h. notwendig und hinreichend für die Integrabilität des Systems (19) 
ist das identische Bestehen der Gleichungen 


(20) In ne > 


oPp,_ 1,1—1 ws ea PEBER N 
(wobei > m>n; I=3,..,v m =2,..,„v—1l; n=1,..,v—2) 
oder wenn ich die A-Funktionen wieder durch die Differentialaus- 
drücke (18) ersetze, 


n 


6 >! HH 
Der SIT ae ; = 
ES IER| n OP,-m-s),n—s ER we 


er = : 
ER m—1 Gl S)INn—S a (+s—-1D),ı-s—1 


0” H 
De 
Mm eR ts... mel, u r—linzeily..,V—2) 
Für eine Funktion ZH, die der Hauptgleichung genügt, gelten die 


Gleichungen (21) identisch; sie ergeben sich aus der Hauptgleichung 
durch zweimalige Differentiation nach gewissen Differentialquotienten 
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(siehe Anhang, Formel 33). Das System (19) ist also integrabel. 
fi fa, .,f, Können so bestimmt werden, daß die rechte Seite der 
Gleichung (9) eine in den vten Ableitungen von z, 


P,,0». Py-1,17 °"*,Po,»v» 
lineare Funktion darstellt. 
Man kann /, willkürlich wählen, dann ergibt sich /, aus der 
Gleichung 
of, of, 
OD,_ıo og OP,_2,1 


+ fg 1 


durch Quadratur. Berücksichtigt man die Werte von f,, /%, so erhält 
man aus (19) zur Bestimmung von f, ein orthonomes System, welches 
keine Nebenableitungen mehr enthält, das also durch Quadraturen auf- 
lösbar ist. Wenn man so schrittweise fortfährt in der Auflösung des 
Systems (19), trifft man auf lauter Einzelsysteme, die keine Neben- 
ableitungen enthalten, d.h. durch Quadraturen auflösbar sind. 

Wenn F\, Fs, ..., F, irgend welche Lösungen des Systems (19) 


sind und man die allgemeinen Lösungen mit 


M=fnt F', (m=1,2,...,) 

bezeichnet, müssen die Funktionen F\},..., F, den Gleichungen genügen 
°F, or, 

Open n—1 33 OP une rR=12, .„r-hI=(n+1),n+2,...,9). 


Das allgemeine Lösungssystem dieser Gleichungen lautet 
7 OF 

I E N 
worin F eine unbestimmte Funktion (» — 1)ter Ordnung ist; das all- 


gemeinste Lösungssystem von (19) hat also die Form 


Im=1,2, 2er] 


oF 
22 — EN 
( ) Ei ai % DD hr 
Sind fi, fa, ---, f, auf solche Weise bestimmt, dann nimmt die rechte 
Seite von (9) die Gestalt an: 
d d 
en Fr CE ee A Be Fa 


on aa 
oder 
H+l,H +9]. 
Ich bringe den Ausdruck 


BET 
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worin ,, 9, unbestimmte Funktionen (v — I)ter Ordnung bedeuten 
auf die linke Seite von (9) herüber und setze anstatt 


, 


9-9 Ps — Ps 


wieder 
Br. 9 
dann läßt sich (9) schreiben 
9 d 1 d 2 
(23) Ego, 


H, ist eine vollkommen bekannte Funktion, die linear in P,0, --- 
Po,, \st, und zwar hat H, die Bedeutung 

d d 
(24) H, —H—|;, I A re 2,0 —F,P,.)] 


Es wurde bewiesen (s. S. 25), daß ein Ausdruck 


worin P,, P, Funktionen uter Ordnung bedeuten, der Hauptgleichung 
2uter Ordnung identisch genügt, wenn P,, P, die Beziehungen erfüllen, 


or. op oP 
Se) 1 I 0, - 


| + - et. 
01,0 4 OPu—ı,1 OPu,0 Ö Po, u 


Der Klammerausdruck in (24) befriedigt also die Hauptgleichung 
2vter Ordnung identisch, und, da diese für 77 besteht, erfülit auch 
H, die Hauptgleichung identisch. 

Wenn ein Lösungspaar ®,, ®, der Gleichung (2) existiert, so hat 
es nach (7) und (22) die Gestalt 


u er 
r 9, De ei. to 
wenn 
P,= De 2 D,, 
P,=— 212.2,.0 IRRE 
gesetzt ist. F)...F, sind durch Quadraturen bestimmte Funktionen; 


F, @,, $, Sind unbestimmte Funktionen von 


uU, d, 2, Pro» Por "35 Pv-1,03 "> Po,v-ı. 
Setzt man 
oF oF TEEN! 
—_—o ale m ee ) =— 
DEN, Pu, 7 7 Po, v—1 For dv “ 
oH ee Fe De Baer 
0P,_1,0 Po Po, v—ı ei aaa 


Blass, Über ein Problem der Integration von Differentialfunktionen, 4 


50 MARGARETE Brass: 


worin 9,, @, unbestimmte Funktionen von 4, v, 2, 
P,,_, bedeuten, und schreibt an Stelle von 


9% 9 9 — P; 


3 Diet NN, 


wieder (wie auf S. 49) 
Pr: 9 
so haben ®,, ©, die Form 
daF 
Om Dreh I +9 
(25) Br 
m Es 9 


(P,, P,; sind durch Quadraturen gefundene, F' 


‚ 9, 9, unbestimmte 
Funktionen (w — 1)ter Ordnung). 

Wenn ich zeigen kann, daß es ein Lösungspaar, @,, 93, (v — 1)ter 
Ordnung der Gleichung 


(23) dg, a9. er 


gibt, worin H, eine in den vten Ableitungen von 2 lineare Funktion be- 
deutet, die der Hauptgleichung genügt, dann ist auch die Existenz zweier 
Funktionen @,, @ vter Ordnung erwiesen, welche die Gleichung be- 
friedigen 

; ni 

(2) a2 on: 


worin H eine beliebige Funktion v ter Ordnung ist, nur der Bedingung 
des identischen Bestehens der Hauptgleichung unterworfen. 
Wenn es Lösungen g,, 9, der Gleichung (23) gibt, müssen sie 
jedenfalls dem System genügen 
09, oH, 
0P,_1,0 = OP,,o 
09, ae 09, ur oH, 
0P,_2,1 0P,_1,0 0P,_1,1 


26 . . . 
( ) 09, 0%, Es om 


© au > 
OP,—_(+1),1 Den OP,—,,1 


09; 04H, f 
Oro, v—1 029 v 


Wählt man das Ziffernschema 
P,-1,0 | Peso ıT | 


Ru dm 
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also 


Ip LE 
CD En = OP, _m,m-1 UN, Zn ea): 
2 | 3 
so sieht man, daß das folgende System, das mit (26) gleichbedeutend ist, 
PR OH, 
Op, 0 
27 
(27) 09, ESCHE Op, 
Od 4 OP,_,1 OP, _ 41,1 dc, 
orthonom ist. Die niedrigste Ziffer der linken Seiten ist 
02. 
Die wesentlichen Ableitungen des Systems sind 
0°, ee 
OD RODIE EN M= By 1..,? i 


ihre höchste Ziffer ist 

2=4. 
Nach Riquier erhält man die notwendigen und hinreichenden Bedin- 
gungen für die Integrabilität eines Systems (27), wenn man die ein- 
zelnen Gleichungen nach allen (v — 1)ten Ableitungen von z, 


Ey) Lust BZ Pomzı 
differentiiert und aus dem so erweiterten System, nachdem man es or- 


thonom geschrieben hat, die gleichlautenden Ableitungen der linken 
Seiten eliminiert. Setzt man zur Abkürzung 


04H, 
28 —-.-=H (n=0,1,2,...,%), 
( ) BEER Rn 
so lautet das erweiterte System 
öp 
De ZH 
a OPT u 
0) 0y 
N . 2 a ee Zee Veran) 
se Beat onen 
2 
Re Sr OR, = (1=1,2,...,») 
0P,_1,00%—1,1-1 On 
0°, OH, 0’ 9, 
Iyraoa! 2 33 2 
2 DR m een P,-m,m-1 P,_m,m-ı0P,— (+1), 1 
0° 9; es OH RR 0’, 
DD OD nr EN. OR nem 
malen): 
0° 9, eh 0°’H, 
a Ne EN EI EN 
ß mir an) 
Sarı' 


4* 
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Eliminiert man die gleichlautenden Ableitungen der linken Seiten aus 
den Gruppen $, bis S,, so ergeben sich aus 8, für 9, die Bestim- 
mungsgleichungen 


(29) Da u 2 0 de _ 
ae BA ae REN OP, 1-1 
(=1, 2,3, Vo me: 


Das System (29) läßt sich etwas anders schreiben; man erhält sämt- 
liche Gleichungen des Systems, wenn man / alle Werte von 1 bis v— 1, 
und m alle Werte von 2 bis » durchlaufen läßt. Für /=1 lauten die 
Gleichungen, wenn man S, berücksichtigt, 
3:9, ACHSE oe 
OD, 0: 00 a ee 0P,-1,0 OD, 


für 42=2, wenn man die vorhergehende Relation benutzt, 


0°, Er OH, RECHe OH, 
OD OD AD 0P,_ 21 OP, man 
OHG OH, 


oP,_1,0 De 


Fährt man so schrittweise fort, indem man immer die vorher abgelei- 
teten Beziehungen benutzt, so ergibt sich schließlich: 


0°9, 2. öH,-, ER OH, wie = 
RE Op en OP, ar 
oH, ohgsies 1 OH, 


2 Fi . 
ER OP OD, 


dann gilt ebenfalls 


BB U u OH, ER. ER 
OB, 0 Een Des =. 
oH, ne Ola °H, 


ne OP,_1,0 OD, ED 


Die Gleichungen (29) lassen sich also in der Form schreiben 


a RE 
OP,_ı, ı—1 OD, un m—1 
1—2 
(30) >| OH, ee oH,-ı 
n EEE N AN DDr) Op, 


Vera, mer. N. 


Ich füge diese Beziehungen (30) zu dem ursprünglichen System (27) 
hinzu. Das neue orthonome System lautet: 
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09 
ep al, 
v—1,0 
° 1— 2 
0°’9, - >) oH, 3 re 
(31) dp, Det ° a a OD un 
OH 
Ir it 
P,—n, m—i (Mm= 2, 0.2, 0) 
OKoR kb H Be - o9ı Vene y): 


a op aa): 


Die niedrigste Ziffer der linken Seiten ist nach dem auf Seite 50 ge- 
gebenen Schema 


o=2. 
Die wesentlichen Ableitungen des Systems sind 
0°9Q, m=1i=n ausgeschlossen 
= Ber Al 
OBER HETERIER i—1 GE m—1 ( .- ns )) 
und 
2 
e 0 93 er Tr) oem. 
RR RUN: DEN 


Die höchste Ziffer der wesentlichen Ableitungen hat den Wert 
DRAN 


Differentiiert man die Gleichungen (31) nach sämtlichen (v — 1) ten 
Ableitungen von 2, 


Pro: Bet 2, P),»-1? 


so ergibt sich das erweiterte System, wie oben in Gruppen geordnet: 


’ dp 
1_— 
2 0P,_1,0 i 
ET : oH 
Dsrı: zZ 2 _. = & . (DIE 2 a) 
EPy— 1,00 Py—ı, 11 Der 
fi 1— 2 
0° 9, za OH, | 
a ° en, m+i—2—$ OP, _(o41), 
Be ob, 
On m—1 mab=2r..,V) 
EROI —=-H — RL G=8.3..,.r) 


oP,_1,1-1 Le 
Ss 4 0° op, Er o’H, a AUR> 
nz 2° EN Te ER BP OD 
(Dane IV) 
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0°9, RR 
ler = 10P,_ı, DR m 
I—2 
0 | oH, 
Kia sr Ey N = ee ei 
OD, n—i ° 2. PZN De 
a o°H,_, 
a 
0°9, IN, 
lee 
1—2 
0 >| OH, ON, +1-2 = 
en Pe rt Sn De a a a FE & P 
On 7 ER DD ae 
0?H,_ = 
r 2 = & BR; = 
P,-m,m—1 P,—n,n-1 3 E 
ı—1 
0’, en De NER . 
OD Dr 7 OP ee Kamen 8 
: (m, Der 
Do 


Durch Elimination gleichlautender Ableitungen der linken Seiten er- 
hält man aus den Gruppen S, bis $., als notwendige und hinreichende 
Bedingungen für die Integrabilität je Systems (31), und damit der 
Systeme (27) und (26), die folgenden Gleichungen, die identisch be- 


stehen müssen, 
Ri | Bun ]- 
OD ei OD, 0P,_1,0 


(32) 7) > oH, On aan 
RT UG Ah 
Be 1,0 er 00, EAN En a 
(man, 
1—2 
0 >: | oH, OH, +13 2= | 
> g —— 
OP,-m,m—1 0 RR N OP,_(s+1), 
(33) 


1--2 a 
0 | OH, me] 
>: ; = m er 
RUE 0 OB, Ten, m+1—-2—$ OP,-(s+1),s 


© ed; R I=m=n ausgeschlossen. 
a 


(32) ist in (33) enthalten für n=1. 
Ersetzt man H,„ wieder durch 


°H, 
PERS 


(Formel (28)), 


so lauten die notwendigen und hinreichenden Bedingungen für die Inte- 
grabilität des Systems (31) (also auch (26)): 
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1—2 
> 0°H, 
On 1: A N 
mu Br = 
(34) ee Ro LE 


1—2 


ed FR 
ee ee 8 = 
ARE 0 OR OD es; 


0° H, ] 
EN El .0D, on, 8 


wobei lZ=m=n ausgeschlossen ist. 

Die Differentialbeziehungen (34) gelten identisch, wie sich zeigen 
läßt, für jede Funktion H, (vter Ordnung), welche linear in den höch- 
sten Ableitungen ist und der Hauptgleichung der Variation genügt. 
Man erhält die Ausdrücke (34) aus der Hauptgleichung durch zwei- 
malige Differentiation nach gewissen Differentialquotienten (siehe An- 
hang Formel (42). Das System (31), also auch (26), ist integrabel. 

Die Gestalt einer Funktion p,, welche dem System (31) genügt, 
läßt sich nach Riquier aus dem Charakter der Bestimmungsgleichungen 
sofort angeben. g, muß den Gleichungen genügen 


09, 24) 
0P,_1,0 
1-2 
35 0°, od oH, ur ee 
( ) DE ER f) ER 2 Ele RR Dee 
oH,_ı 
+ - - me d..9) 
Br : 
: H, ; 
wobei H,= ; a gesetzt ist. 
P,—n,n 


Denkt man sich das Integral in der Umgebung gewisser Anfangs- 
werte ; 
Date FT 09 Post Sansa Bo yet 0 Pont} 


in eine Potenzreihe entwickelt nach steigenden Potenzen von 
N 
Ber. er We RR; ra, (D,, a Tauas T,v—ı) 
mit Koeffizienten, die von 
U, ©, 2, Pros Days =» 3 Dy_9,09 7° Pov-a 


abhängen, so erhält man nach Riquier die „Anfangsbestimmung“, 
d.h. denjenigen Teil der Entwicklung, der von den Anfangswerten 


- 
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der unbekannten Funktion und ihrer Nebenableitungen aller Ordnungen 
gebildet wird, wenn man aus einer „unbestimmten Funktion“ von 


P,_1,0> RE, oe Port 
die Gesamtheit F der Monome 


[P,_ aan 
(E) 


LP, Pr | ; Ba RL a: BE (mern, 


ausschneidet. Unter Bevorzugung von p,_,, bilde ich 


Eo: E% re m 3 Free Ian en a 
Eu: Baschre 4.0] (d,mait. 2% 
dann ist 


Aber: Es: Lore 2.4000 R, 0] BE Er Ton a 
u=2.. 


Der unbestimmten Funktion kann man unter Bevorzugung von p,_,9 
die Form geben 


ABB De N 

+ [9,10 %_10JaC 5 2,0, SE 
F, bedeutet eine unbestimmte Funktion von 

P,_4,17, Does do 


F, eine unbestimmte Funktion von 


Da, Pr a  NEe wi. 
Die Argumente 


u, vd, 2, Dior Pos > 3 Py_a,09 *- Posv-a 
sind als Parameter zu betrachten. Da E,= E, das Monom 


Le er. ) 
enthält, hat man, um E auszuschneiden, 
F=0 
zu setzen. Aus F, hat man die Monomgesamtheit e, auszuschneiden. 
Ich bevorzuge » und schreibe 
E v—2,1 


Fr: Gl. ;P,_3,9 RN ür [9% 2, ,,J%(.;; P,_ 222 Do 
lP, ua = Rt; P,_2,1: Po, 


(36) 


(37) 
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Dann ist 
Ei: BA NS Eu Aue FEN RE A N) 
(E’) E:: EN N 2 7 (ie Bil ie 
Be Dass P, 2 ae el 


also 
[4 ! 
= #&%: nal 
.m=3Arn..r) 
el a" ] 
eG: nr v-m,m-—1 (mM=oAnnr) 
Man hat 
=0 


zu setzen. Aus @, ist e, herauszuschneiden, aus @,, eg. Fährt man 
in dieser Schlußweise fort, dann erhält man endlich als Anfangsbestim- 
mung der Entwicklung des Integrals den Ausdruck 


Taktee: P,_-3,0 ns Auge) a> Po a TA (. ; use i 90,2) 


a er + [9,1 %,,-11B-16 5 P,_2,09°° Pon-2): 
worin Lg, ... Z,_, „unbestimmte Konstante“ sind, d. h. keins der 
Argumente Ä 

0 2, 9,19 - Po, ı 
enthalten. Z,,... Z,_, hängen aber noch von 


u v,2, Po Pas 3 P,_2,0> ** Po,v—a 
ab. Ich kann also dem Integral und einer endlichen Anzahl seiner 
ersten Ableitungen die Bedingungen vorschreiben 


a ee a (. ER N EEE EN) 


REN 
2 es ER 
Eine Funktion 9,, die dem System (35) genügt, hat die Form 
9, =htk: EN er a! ee ee, j Ne, Zt “) +9; 
da 9,, Ä,...%k,_, unbestimmte Funktionen sind, kann ich 
hen, sk. 
zu einer unbestimmten Funktion zusammenfassen, die ich wieder mit 
Il --5 P,_8,09 ::: Po,,_g) bezeichne; dann lautet g,: 
(38) N re Eee RR 


®, ist durch Quadraturen vollkommen bestimmt, da (35) ein ortho- 
nomes System darstellt, dessen rechte Seiten weder die unbekannte 
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Funktion noch irgend welche ihrer Nebenableitungen enthalten. Solche 
Systeme sind immer durch Quadraturen auflösbar. Für p, ergeben sich 
aus (31), wenn man den in (38) gegebenen Ausdruck einsetzt, die Be- 
stimmungsgleichungen 


[0] 
Alert H— +7 0 ee ==192, ‚r) 
OD re 
Ich nenne 
od 
en — 
Day £ 


das ist eine vollständig bestimmte Funktion von 


4,0, 2, Pio,Poı} +» ir -1,09 ° 9 Poyv-ı. 
Das Differentialsystem, dem g, genügen muß, lautet also 
a 092 ale Gars, 
op, _1,1—1 


k, ist eine unbestimmte Funktion (v — 2)ter Ordnung. Dieses System 
ist wie (35) dadurch charakterisiert, daß keine Nebenableitungen mehr 
auftreten. @, hat die Gestalt 
(39) R=-hn—kı ee Da zur k,_1Pıv_2 +®,, 
wobei ®,, wie ®,, durch Quadraturen vollständig bestimmt ist. Diese 
Tatsache ist von Wichtigkeit. g, ist eine unbestimmte Funktion 
(v — 2)ter Ordnung, die %-Funktionen haben dieselbe Bedeutung wie 
in (38). 

Wenn es überhaupt Funktionen 9,, 9, gibt, die die Gleichung (23) 
erfüllen, so haben sie jedenfalls die Form (38) und (39). Ich setze 
diese Ausdrücke in (23) ein und erhalte die Beziehung 


dg, . dig, dd, d 
(40) en "= SE ehe Be Ar ne] y7 FAQ "P,_,1t De 


d 
+ he hr Pur); 
oder, wenn ich 
dd, , dB _ 
(41) H—| ia =, 
setze, 
dg, , das d m. 
(42) Ze =: = H,— Ja a N) 
d 
7” dv (kıP,_10 at ar k,_ı DE 


Man sieht unmittelbar, daß 4, die Hauptgleichung der Variation er- 
füllt, da ZH, der Hauptgleichung genügt und, nach dem auf Seite 25 


Gesagten, ein Ausdruck 
dd, do, 


du dv 
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ebenfalls die Hauptgleichung (2vter Ordnung) befriedigt, wenn ®,, ®, 
Funktionen (v — I)ter Ordnung sind, da für solche Funktionen die 
Beziehungen 
o® 0® o® 
„———=(; ! =l,.... = 
OP,,o . oP,-11 ÖP,,o / 
identisch erfüllt sind. | 
Es ist leicht zu zeigen, daß A, die vten Ableitungen von 3, 
P,,o P,-1,1° 22 Po,v» 
nicht mehr enthält. Es ist 
(43) DER OH, Nor, ] 


N a > 
OP,-m,m OP,—m,m en me 


für alle m von O bis v. Da die Ausdrücke ,, 9, in (33), (39) also 
auch ®,, ®, Lösungen des Systems (26) darstellen, ist 


| 08, oB, | Buch, : 
OD, Em GR en DE 


wie man unmittelbar sieht; folglich ist nach (43) 
| ee 
0 ne $; “ 
für alle m von Ö bis v. 
H, ist also eine Funktion (v — 1)ter Ordnung, die der Haupt- 
gleichung der Variation genügt. Die linke Seite der Gleichung (42), 


eine Summe zweier totalen Differentialquotienten von noch unbestimmten 
Funktionen, ist in den höchsten (v — 1)ten Ableitungen von z, 


Prsıinı Pas inas Pony 
linear. Wenn es Funktionen g,, 9, gibt, welche der Gleichung (42) 
genügen, so muß es möglich sein, 
EA 

so zu bestimmen, daß die rechte Seite der Gleichung (42) ebenfalls in 
den (v — 1)ten Differentialquotienten linear ist. 

Es ist gezeigt worden (s. S. 43—48), daß eine solche Bestimmung 
der %-Funktionen immer möglich ist, wenn H eine Funktion beliebiger 
Ordnung ist, welche die Hauptgleichung der Variation identisch erfüllt. 
Nach diesen Ausführungen ist das allgemeine Lösungssytem der sich 
für die k-Funktionen ergebenden Gleichungen 

oK 
fi En tz, 


— Im=2,83,..,?}, 
m,m—2 


worin K, durch Quadraturen bestimmt sind, X eine willkürliche Funk- 
tion (v — 2)ter Ordnung ist. Sind k,,..,%,_, auf solche Weise be- 


v 


stimmt, so nehmen 9,, 9, nach (38) und (39) die Gestalt an 
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dK N 
= HR Ps Dash sh (9 — 9), 


aK ” 
ee ES PR. (AI); 
(91 995 Jr; Ja sind unbestimmte Funktionen von 
U, d, 2, Pio Par; 5 PM -2,09°* RE, 
oder, wenn ii 
AN 
9, — I =; 


gesetzt wird, 


= "13 r dK = 
Ra a a re se Über do T 9 
v” daR 
Ps 7 L®, Big K, A RER IE RK RR = du 45 0. 
Der Klammerausdruck in (42) stellt dann eine vollkommen bekannte 
Funktion (v — 1)ter Ordnung dar, abgesehen von einem unbestimmten 


Ausdruck der Form 
d 7 [} [ 
u Iı u, ®, 2, Pıo Par) 3 Pr-2,09 * "> Ds 


d 
RT 
den ich auf die linke Seite der Gleichung (42) herübernehme; dann 
ist die rechte Seite eine bekannte Funktion, die in den höchsten 
Differentialguotienten linear ist; ich nenne sie 4. Eine solche Funk- 
tion H genügt der Hauptgleichung der Variation, da H, die Haupt- 
gleichung der Variation befriedigt und auch der Klammerausdruck die 
Hauptgleichung identisch erfüllt, wie es Seite 25 für einen Klammer- 
ausdruck beliebiger Ordnung deutlich gemacht wurde. Gleichung (42) 
nimmt die Form an 


Tel DZ, Dies Des aes P,-23,00 Pow-2)» 


dg-9 , (an _ 
du nn dv —A, 
oder da 
91707 
I — I = @, 
gesetzt wurde, 
do, , do Fi 
(46) Em + 75 = 4, 


worin @,, © unbestimmte Funktionen (v — 2)ter Ordnung bedeuten. 
Das Problem, zwei Funktionen 9,, 9 (v — l)ter Ordnung so zu 
bestimmen, daß sie die Gleichung erfüllen, 


d # d 2 
(23) en - == ir, 
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(worin H, eine in den vten Ableitungen lineare Funktion bedeutet, 
die der Hauptgleichung der Variation identisch genügt), ist also auf ein 
gleichartiges Problem zurückgeführt, bei dem die Ordnung der höchsten 
auftretenden Differentialquotienten um eine Einheit erniedrigt ist. Es ist 
damit ganz allgemein gezeigt: 

Wenn H eine Funktion uter Ordnung ist, die der Hauptgleichung 
genügt, und es gibt ein Lösungspaar der Gleichung 


(7) da, 

(46) du + eh, | 

so existieren ebenfalls Lösungen einer solchen Gleichung, wenn H eine 
Funktion (u + 1)ter Ordnung bedeutet, die die Hauptgleichung erfüllt. 


Es wurde bewiesen (s. Seite 37), daß, wenn H von der ersten 
Ordnung ist, die Gleichung 


immer Lösungen hat; folglich gibt es zwei Funktionen ,, $,, welche 
die Gleichung erfüllen 


ag, , dg, 
Es DH 


wenn H, eine in den höchsten Ableitungen lineare Funktion vter Ord- 
nung ist, die der Hauptgleichung genügt. 

Das Vorhandensein von Lösungen dieser Gleichung (23) gewähr- 
leistet nach dem aut Seite 50 Gesagten die Existenz zweier Funk- 
tionen @,, @,, welche die Gleichung erfüllen 
(2) Di. H 
worin H eine Funktion vter Ordnung bedeutet, die in den höchsten 
Ableitungen von 2 nicht linear zu sein braucht, und nur der Bedingung 
unterworfen ist, daß sie die Hauptgleichung identisch befriedigt. 

Das identische Bestehen der Hauptgleichung der Variation ist 
also eine hinreichende Bedingung für die Existenz von Lösungen 
vter Ordnung der Gleichung (2). Damit ist die Bedingung auch als 
hinreichend erwiesen für das Vorhandensein von Lösungen beliebig hoher 
Ordnung, was auf Grund der Form des allgemeinsten Lösungssystems 
deutlich gemacht wurde (s. Seite 26). Als notwendig für die Existenz 
eines Lösungspaares beliebig hoher Ordnung wurde das identische Be- 
stehen der Hauptgleichung der Variation früher erkannt (s. Seite 26). 
Das Resultat der Untersuchung läßt sich so zusammenfassen: 

Wenn H eine Funktion zweier unabhängigen, einer abhängigen 
Variabeln und deren Ableitungen bis zur vten Ordnung bedeutet, 


un -; P,o'* Pos) 
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so ıst das identische Bestehen der UDBBLLLE, der Variation 
oH 4 oH d oH ] 


02 du CPıo dv OPy 
| a1 aH ar" oH 
= = En v—1 72 Sache vw’ 1 | 
du OP, 0 ae 
ANIER d’ oH d OH 
Be) er +4 =0 
du” 0 Pv,0 du dvop,_ı,1ı dv OPo,» 


notwendig und hinreichend für die Existenz zweier Funktionen @,, ®, 
beliebig hoher Ordnung, die die Gleichung erfüllen 


Ist diese Integrabilitätsbedingung erfüllt, so gibt die vorstehende 
Untersuchung ein systematisches Verfahren an, die Funktionen ®,, ®, 
wirklich zu bestimmen und zwar durch die Auflösung einer Folge von 
orthonomen partiellen Differentialsystemen, die alle dadurch charak- 
terisiert sind, daß sie keine Nebenableitungen enthalten. Es ist be- 
wiesen worden, daß die sich ergebenden partiellen Differentialsysteme, 
wenn die H-Funktion der Hauptgleichung genügt, sämtlich integrabel 
sind. Im gegebenen Einzelfall braucht also die Integrabilität dieser 
Differentialsysteme nicht mehr diskutiert zu werden. Die bei der Auf- 
lösung unbestimmt bleibenden Elemente ordnen sich in übersichtlicher 
Weise. 

Ein Lösungspaar 
0, = 


vter Ordnung der Gleichung 

do, 

(2) Er 
erhält man zunächst ın der Form 


dF 
= P+7, 19 


dF 
2,= P, — A» Ps; 


P,, P; haben die Bedeutung 

P,= DDP an Are Fr RE pr 

R=— DE 7. a 
F,,F,,:.., F, sind durch Quadraturen bestimmt, F', @,, 9, sind un- 
bestimmte Funktionen (v — 1)ter Ordnung, 9,, 9, bestimmen sich durch 
die Gleichung 
(23) ee ER 


(25) 


Über ein Problem der Integration von Differentialfunktionen usw. 63 


worin H, eine Funktion vter Ordnung bedeutet, linear in den höchsten 
Ableitungen. Nach (45) findet sich für p,, 9, 


ES 
HmArtı, hi, 


x ae 
era 
X,, X, haben die Bedeutung 


X, = Das BD y, en Ko, "Po,,-ı» 
%,= Do eK wie Diyr233 


®,, D,, K,,..- K,_, werden durch Quadraturen gefunden, X, o,, @, 
sind unbestimmte Funktionen (v — 2)ter Ordnung, ®,, ©, ergeben sich 
aus der Gleichung 


(46) nn 


u 


worin H eine Funktion (v — 1)ter en ist, linear in den höchsten 
Ableitungen. Fährt man so schrittweise fort, dann gelangt man schließ- 


: - : \ (k)  (R) 
lich zur Bestimmung zweier Funktionen ®,, ®, nullter Ordnung aus 


der Gleichung 
(k) (k) a 
: © 2 @, (A) 
Ah 


(k) 
worin H eine Funktion erster Ordnung bedeutet, die, da sie der Haupt- 
gleichung genügt, eo ipso linear in den ersten Ableitungen ist. Nach 


(63) Seite 37 werden zwei solche Funktionen D Ko ausgedrückt durch 


(k) 8 

= (u,v,2)+ IM, v), 
(63°) (k) (k) (k) 

0; = St, 07 v,2) — gm, v), 
(k)  (M) 


2, 8, findet man durch Quadraturen, 7 ist eine unbestimmte Funktion 
von u, v. 

Faßt man alle BE (25), (45), ... (63°) zusammen, so 
erhält man endlich 


(k) 
u U 2: Ge EEE +2] 


. (&) 
ame Erle. ne o)], 


(k) 
ar, + 8,] 


(A) 
= le) EL mut +9 ol. 
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Die unbestimmt bleibenden Funktionen schließen sich im Endresultat 
zu einer einzigen willkürlichen Differentialfunktion (v —1l)ter Ordnung 
zusammen; ich nenne sie wieder F. Setzt man zur Abkürzung 


(k) 
Te a 


(k) 
P,+R,+. +9, =- 2, 


dann ergeben sich 2,, 2, in der Form: 


ER AM 
2 =2, Heap 
dF 


worin &,, 2, durch Quadraturen bestimmt sind, F eine unbestimmte 
Funktion (v — 1)ter Ordnung bedeutet. 
Das allgemeinste Lösungspaar der Gleichung 


do, Galehrr 
? 


(2) du ä A 


(H ist eine Funktion vter Ordnung und genügt der Hauptgleichung) 
lautet nach (34) Seite 23: 


+ gofle- 3 Dans Poyg) 

0, = 2, — il 3 Po,02 2 Poye)) 

(o ist eine beliebig große positive ganze Zahl), d.h. 
9,—= 2,4 in F), 
9,—= 2, — ar FF). 


Die unbestimmten Funktionen F', f schließen sich zu einer zusammen. 

0,, ©, lassen sich also durch eine Reihe von aufeinander folgenden 
Quadraturen bestimmen. Alle willkürlich bleibenden Elemente fügen sich 
im Schlußergebnis zu einer einzigen willkürlichen Differentialfunktion 
beliebig hoher Ordnung zusammen. 


IV. Zwei Beispiele. 
Zur Erläuterung will ich zwei Beispiele geben: 
1. H sei eine Funktion zweiter Ordnung: 
(1) H=22+uP0+ %:Por — (PeoPoe — Pı)- 
Wie man sich leicht überzeugt, genügt diese Funktion der Hauptglei- 
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chung identisch; es ist 


OH TdaoH Ad Ze OH : d oH- 


d 
du, Fr ir dudv = nn dv? Eee 


02 du Op dv Opa 
2 < d d d? 
2) 2 — F ur dv v| a8 Fr rt . 2p.)+ en 3 2a)] ur 
2 UNE Pat 20 rn). 
Es gibt also zwei Funktionen ®,, ®,, die der Gleichung 


d do 
(3) FE ee = 224 U- Dot V% Por (PooPos — P},) 
genügen. Diese Funktionen müssen das System befriedigen 
00, _ 
728 
co, 00, 
— + z7——0 
(4) OPıı h ÖPzo 
do, 08 _ v 
OÖ Po: OPıı 
00, 
al, 
O Pos 


@,, @, haben also die Form 
(5) en Battle Pot Pı 
9=—- fi Po ls Pıı t Pa 


fi» fo, 91, 9, sind noch unbestimmte Funktionen erster Ordnung. Setzt 
man diese Ausdrücke (5) in (3) ein, so ergibt sich 


dp, dos i 
(6) En I = = 22 + U: Pot % Por — (ProPos — Ph) 
d . d 
(al Bath De) + fr Po hPa); 


fi, fs Sind so zu bestimmen, daß die rechte Seite von (6) in 290, Pır» Pos 
linear wird; es muß sein 


of; of, 
1 —ı — —ı=-—|1. 
( ) 0Pıo OPoı 
Ich setze 
De 0%, (---Pio» Po1) 
h s OPyı ; 
dann ist 
of — 0’%, li 
OPoı OPıo OPoı an 
0%, oa, (.-- Pıo) ER 0 : 
fi = Polska, EIN — dr dp,’ 
%, %d,, %, sind willkürliche Funktionen; es ist 
DV _ 0m 
OPsı OPrı’ 


Blass, Über ein Problem der Integration von Differentialfunktionen. 5 
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ich erhalte f,, f%, in der Form 


Ob (u, ©, 2, Pıo» Po1) 
Ara Y be Pıo> Poı 
10 
Ö 
__ 0%, d, 2, Pro» Por) 
f- Ä 


OPoı 
@,, 0, haben also nach (5) die Gestalt: 


0,= PoaPıt (Po 3, a. dung, nn. ia 9a 
0%, 


9, — — Por Po — (mus Pr ar P%0 7% 2») +9 
oder 


i 
= PaPıt go v (m, d, 2, Pi, Par) + Pı — 


d =K 
et ErrKAU? d, 2, Pin» Por) + Pa Pa; 


Q,, Peg, 91, 9, Sind unbestimmte Funktionen erster Ordnung. 


man anstelle von 


9-9, MP 
wieder 


Pi Ps 
so erhält man o,, @, in der Form: 


d 
9) = PaPırt nn +9 
) “ 
u Ba BT + 9, 


9,, 9, müssen der Gleichung genügen 


Schreibt 


d d . 
- ne er — 22 + U: Po +9 Pr — (Po Pos — P}ı) 
d d 
32 ;; (Poı Pu) + Fr e Por Poo) | , 
d. h. 
d d 

(10) = = 7 —=27+u Pot Pan 
9, 9, müssen das Br befriedigen 

09, Fern 

20 4 

© 0 
11 Pı au 
e Dr 

Op 

292 AT, 

OPoı } 


daraus ergibt sich 


Az fm, v,2) + o,(u, v, 2) 
a2) 


d Er 
9%—= zur il v, 2) ar 5 (%, v, 2), 


Über ein Problem der Integration von Differentialfunktionen usw. 67 


f, ©, @ Sind unbestimmte Funktionen; nach Gleichung (10) erhält 
man für ®,, @; die Bestimmungsgleichung 


lo da 10, R 

(13) Au au m—2s TU Pot % Por 
len 

08 

2 me 

oo 
(14) er =V 

00 = 

de der 28 


Aus den ersten beiden er dieses Systems ergibt sich 
(15) 


0,=u2+0,(u,v) 
%,=V.2+09(uV). 


Aus der letzten Gleichung von (14) folgt dann 


= 1 23 0, 
d.h. 

— de 
2,7 Fraal v) 
(16) ie an 

= -./(wv), 


also nach (15) ist 
(17) 


f ist eine willkürliche Funktion von u und v. Nach (9), (12) und (17) 
erhält man also die Lösung der Gleichung (3) in der Gestalt: 


d 
E 0, = Pa 'Putw2+z, fm v, 2, Pio> Pa) 
(18) E 
= — Po Po T%'2— int W v, 2, Pio» Pi); 
F ist eine willkürliche Funktion erster Ordnung. Das allgemeinste 


Lösungspaar der. Gleichung 2) hat nach dem auf S. 23 Gesagten die 
Form 


9% = ParPfıt Wr (m, 72 Bonbon Door: -Dg,0) 
(19) 
= — Por Pan TV °# — au uns PDıoaboase aha,‘ -Do,0)> 


worin f eine willkürliche Funktion beliebig hoher Ordnung bedeutet. 
5* 
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2. H sei eine Funktion dritter Ordnung: 


(1) H= 2Pz0Pos + PoaPsot Por Pant (2Pı1ı + Pao+ Pıo)Pıs+ Po Pıa — Pzı 

— Pgı Pos + Pie: 
Wie man sich leicht überzeugen kann, erfüllt 7 die Hauptgleichung 
der Variation identisch. Man kann also zwei Funktionen ®,, @, so 
bestimmen, daß sie der Gleichung genügen 


2) = u En = 
@,, ©, müssen das System befriedigen: 
2 
Fe 
o et 
an tan 
ek 


d. h. o,, ©, haben die Form: 


o,= fiPat TaPıat fsPos + Pı 
a = —fiPo— TePı — TsPıat Ps» 


worin fi, fa» fs; 91, 9, unbestimmte Funktionen zweiter Ordnung be- 
deuten. Setzt man diese Ausdrücke in (2) ein, so erhält man die 
Gleichung 


ey ek. 
(5) nn ar en kn r (fıPsı + faPıs + faPos) 
d . a 
a (— FıPso— FaPaı — fsPı2) |; 
fi, fa, fs Sind so zu bestimmen, daß sich die zweiten Potenzen von 


P30» Psı» Pız, Po; auf der rechten Seite von (5) gegenseitig zerstören; 
d. h. zur Bestimmung von f}, fs, fs hat man das System 


(4) 


re 2 
OPz0 OPıı 
of. 97. 
6 N It) 
( ) OP50 0 Pos 
of Or 
OPıı O Pos 


Die Integrabilitätsbedingungen dieses Systems sind erfüllt, da ZH. der 
Hauptgleichung genügt. 
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Für fi, fa, fs ergeben sich die Ausdrücke: 


= OB Bars Por) 
| : ÖPzo 
(7) h= Hl. “+3 Deo» Pıı» Pos) + 20 
| OPıı 
_ Od(...5 Paoı Pır» Pos) _ 
a OP; Pıı- 


yv ist eine willkürliche Funktion zweiter Ordnung. Nach (4) haben 
dann @,, ©, die Gestalt: 


d = 
0, = ProPıa — PııPos Tr = 979 

d 2 
= — Po Paı + Pıı Pia — n T PP; 


91; Ps Pı, 9, Sind unbestimmte Funktionen zweiter Ordnung. Schreibt 
man anstelle von 


9,9, 9% 
wieder: 


9, 9% 


so erhält man für ®,, ©, die Ausdrücke 
d 
9 = ProPıa— PııPos 7 a + 9ı 
(8) En 
@ = — PpoPgı T PııPıa — u, T 92° 


Aus (2) ergibt sich für g,, @, die Bestimmungsgleichung 


d d h 
(9) er = En — 250 Po + PoaP30 + PoıPaı + (2p. + Pgo + Pıo)Pıa >= Hı- 


Man kann sich leicht überzeugen, daß 4, der Hauptgleichung genügt. 
9, 9, müssen das System befriedigen 


9 _ 
OP Poa 
e9, 09, —yp 
(10) ER = = 
1 BL 
Op: 43 IRRE 2P,1 + P2o + Pıo 
BR, 
OPos i 


9,, 9, ergeben sich aus (10) in der Form: 


Pı = PgoPog + Kıpıı + KaPoe + 9ı 


(11) 
Pa = Pi, + PorPao + PıoPıı — KuPgo — Kapıı + 93 
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kı, kg, 9, 9, Sind unbestimmte Funktionen erster Ordnung. Setzt man 
die Ausdrücke (11) in (9) ein, so erhält man zur Bestimmung von g,, 
gg, kı, k, die Gleichung 


dg, dg, d ' 
a + . ur (PsoPo2 u) g= r (kPıı + Ro Po3) 


d 
RER (— RK P20 — Pulle 


k,, k, sind so zu bestimmen, daß die rechte Seite von (12) in p,,, 
Pıı, Pos linear ist, d.h. es müssen %k,, k, der Gleichung genügen 


(12) 


| RE 
I u 


daraus ergibt sich 
i oh(u, ©, 2, Pıo» Poı) 
14 ir ri OPıo 
ee & oh(u,v, 2, Pıo» Poı) 
PagkEN ÖPoı { 
h ist eine unbestimmte Funktion erster Ordnung Nach (11) erhält 
man für 9,, 9, die Ausdrücke 


dh Ex 
er (Pgo Pos + P,0Pos) ar 1 179,9 

dh ex 
PP + BorPao) — ae 2) 


91, 9a, Ir, 92 Sind unbestimmte Funktionen erster Ordnung. Ich setze 


dann lassen sich g,, @, schreiben 


al e 
Pı = (PaoPos + PıoPos) + 7, + ©ı 
(15) 


dh 
9 —=(Piı + Por Pao) — ut 9 


9,, ©, müssen die Gleichung erfüllen 


da, ., da, 
(16) Fi = dv u; 
dann ist 
Er d 
= lu, dv, 2) 


(17) 


d 
I Th FFAACZ v, 2), 


wobei /! eine willkürliche Funktion bedeutet. Aus (8), (15), (17) er- 
geben sich die Lösungen der Gleichung (2) in der Gestalt: 
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ee (Pao Pos + PıoPoa + Paso Pıs — Pıı Pos) 
d 
ar FrELAC? ®%, 2, Pio» Por» Pao, Pi, Po2) : 
u re (p}, — PgoPgı + Pıı Pia + Po Pao) 
d 
x uFW, v, 2, Pıo» Por» Pao» Pır> Po); 


(18) 


F bedeutet eine willkürliche Funktion zweiter Ordnung. Das allge- 
meinste Lösungspaar der Gleichung (2) lautet: 


d 
(19) ©, = (PgoPoa + PıoPoa + PzoPıa — Pr Pos) + Ar f..-; Po,09 ***) Po.) 
d 
= (Pi — PooPsı + PırPıa + Por Po) — Frait 3 Po,09 ° > Pu ,0); 


worin f eine willkürliche Funktion beliebig hoher Ordnung bedeutet. 


(2) 


Anhang. 


Wenn H eine Funktion zweier unabhängigen, einer abhängigen 
Variabeln und deren Ableitungen bis zur vten Ordnung ist, 
FW 0, 2, 907 Dan > P,,0o» P,-1,19 °'*» Re) 
so lautet die zur Variation des Integrals 


U, d, 


(1) | SJaw, U, 220 De Do an 


Uo %o 


gehörige Hauptgleichung 


oH rd oH d a 
02 du 090 dv Opa = 
ee ve = oH an 
—_1»-1l. SEEN TER 
FE ( ) Eee 0P,_1,0 Ü du’ ?dv 0P,_2,1 ar + dot: EEE 
d >H d’ öH d 00H 
= y en & ... == 
ne Er OP,,0 ;# dw tdv 9P,_ı,1 er dv’ 02, 


Durch Differentiation ergeben sich aus der Hauptgleichung Beziehungen 
zwischen den partiellen Ableitungen der Funktion 7. Ich will die- 
jenigen Beziehungen zusammenstellen, deren Bestehen in irgendeiner 
Weise für die vorliegende Untersuchung von Bedeutung ist. 


Es soll zunächst ein Gesetz hergeleitet werden für die Differen- 
tiation totaler Differentialausdrücke, wie sie in der Hauptgleichung 
vorkommen: 

“ea are ae 


(3) 7E3 


da! du” dv’ dv’ 
worin ® eine Funktion von 
uU, d, #, Pıo Por5 * 5 Py,09 > Po, 
ist. Ohne ® irgendwie zu beschränken, kann ich die Variationen 


do do 
du’ dv 


8, 6 
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den Forderungen unterwerfen 


do d 
Ver ie 
Es ıst 
do 0 do 0 do® 0 do 
(8) ae ta at 


und andererseits 


d d [00 00 5 00 
on EI alas rl ale ri) re 


oder BR x | 
(6) 1,99 - (z 5) ur Po a7 ve) Dt = 


Auf Grund von (4) folgt durch Gleichsetzen der Koeffizienten gleicher 
Variationen in (5) und (6): 
0 d® d 00 


dzdu dudz 
(2) 0 d® d 00 00 


ÖPa,8 du dw OP, 3 “u en 


Durch eine ganz entsprechende Überlegung ergibt sich 


0d® d 09 
5 02dv dvdz 
(8) d? de_ ad 28 2) 


Opa, 3 dv ’E dv OPa, 5 ar OP,«,8—1 
Aus (7) erhält man 


200 _a(2 de, _ @ oe 
0zdu? du\oz du du? 02 
\ ode a/ade dio 
(9) Dzdu? br 2)  du® dz 


dann gilt ebenfalls 
o.d't!e d E “N _ d”+7 90, 
02 durtr! 3 du 02 du” : dur +! 02 . 


es gilt also ganz allgemein: 


d Pe Gr 00 
(10) m 


14 MARGARETE Brass: 


Ebenso findet sich 
do d 


(2) 
S De a anl dr 


SD 


und 
(12) 


d a tig je mr) 30 
02 du"du du®dv 92 


Aus dem Differentiationsgesetz (7) ergibt sich ferner: 


0 00 d 0 0 do 
OP,,g du du er OP. _ı,g u’ 
also 
BE ER Rh 28 DR R 09 
OP, 8 du? du? OP., 8 du OPa—1,8 OPu-2,8” 
ebenso 
oo de dd ne ° do 
ODg, 8 du? e\ du (ip, ß du? OPa—ı1,8 du? ? 
deah: 
0 20 0 00,5, Dee 09 
OP«,ß du? du? OP, 8 du? OP. _1,8 du OP4_3,8 OPa_3,8 


Fährt man so schrittweise fort, indem man immer die vorhergehende 
Beziehung berücksichtigt, so erhält man schließlich: 


wo >}(") NE 
OP, 8 du” 5 OD 


0 


es ist zufolge (7): 


ea rd ( 0 en 0 de 
OP, a du"! du\0p,s du" OPa-ı,, du” ” 
d. h. 


d dr+iog S N ars 20 = N arıms 90 
u nu 8 8 
OPa, 8 du" +! - () arsi-: OPgER r - | dur +13 N, 


also 


n+1 
eo drte_ XS +7) PET OD 
OPa, 8 dur+t! ce Ss dur ti: WESER 


es gilt folglich allgemein 
2 MO SI m an 90 
% Brain 3 we 
119) OPu, 8 du” &i du” _$ ER 3 


0 
und ebenso 


ı 
0 de SI, d-’ 98 
ee OP., sg dv’ = ZA Em 


(16) 


(17) 
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Aus (13) und (14) erhält man 
ES 
een NE) leg ni 
m+1 n m—s er 
Er nn => () De le: | 
d. h. 


a”+!o EN: °@ 
1 — 
2 en ran SIE de ae gut Op, 5 N, ? 
Es läßt sich zeigen, daß eine Funktion 


Hu, v, 2, Pi Par; - 3 P,0o "Ps, „) 

die der Hauptgleichung der Variation identisch genügt, in den höch- 
sten (vten) Ableitungen von 2 quadratisch ist, und zwar, daß eine 
solche Funktion die vten Ableitungen, außer in linearen Ausdrücken, 
nur in gewissen quadratischen Verbindungen enthält. 

Ich bezeichne der Kürze halber die linke Seite der Hauptgleichung 
(2) mit X. Es ist für 

MeR0, 1,2, 


nach dem Differentiationsgesetz (15): 


oder 


0° RR | 
OD 0 Drum Ohr Erin 


m m+1—s 


de 0°H 
et v—1 
+ 1) N ii) ee ENT Done 13% o0P,_ —3,5—1 


HydI ne rag ODE re Sr |=0 


Daraus ergibt sich, wenn man die zweite Differentiation ebenfalls 
ausführt 


ER Me s)ör, o0P,_ ODE me s),k+m—s 


Für m=0 erhalte ich aus diesem Ausdruck: e 


0H 
18 en er, — (}, (k=0,1,2,...,») 
c> 0P,,00Py_, % 


Für m=1 findet sich, wenn man (18) benutzt, 
o®H 


= Kk=0 a2 
OP, o0P,_1,10P,—r, k 
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Setzt man 


m =i2, 9 A 
und berücksichtigt immer die vorhergehende Beziehung, so erhält man 


0°H 


u 2) k=0,1.2, 22.9 
OP, 00 Pin aA ; 


dann ist auch 
0°H 


OP,, o0P,—_(m+1), n+1 OP,- 3, k 


0 k=,12,.0.,9 


I 


d. h. es ist ganz allgemein 


8 
(19) un! = (m, k=0,1, 3.2.0. 
op, 0 Oi m OP, _%, k 


Bilde ich unter Berücksichtigung von (19) 
u 
OP ,- (m+1),1 DD. k+m ; 


sö erhalte ich 


m 


(0) 2 (&) Det 0. 


m— sp 10 ee 


I 


Für m = 1 findet sich hieraus 


3 
a a | (k=0,1,3,...,9%) 
0P,_1,10P,_%,% 


für m=2: 
_ — ®H 
0P,_1,10P,-3,2 0Pr—h, k 


=) (k=0,1,2,...,»), 
allgemein: 


3 
(21) Bun ze -=0 (m, k=0, 1, 2,..., 9). 
0P,-1, 10P aD. 
Aus 


BED! Ik 


OPgy_(m+2), OD Ta Ei 


erhält man ebenso, wenn man (19) und (21) benutzt, 


) 
(22) ger! > 0) (m,k=0, Luna IE 
0P,_2,2 Op, DI: 


Il 


Fährt man so schrittweise fort, und berücksichtigt immer alle vorher- 
gehenden Beziehungen, so ergibt sich aus 


or A en 
r = 0 — . 
OP3y—-(m+)),1 P,_x, k+m 
R oH 
(23) —a) (1, m, k=0,1, 2, ..., 9), 


en I Op, MOD, y k 
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d. h. eine Funktion 4, die der Hauptgleichung identisch genügt, ist 
quadratisch in den höchsten (vten) Ableitungen von 2. | 

Weiter läßt sich zeigen, daß eine solche Funktion H die zweiten 
Potenzen der vten Ableitungen von 2 nur in gewissen Verbindungen 
enthält. 

Man erhält sämtliche auf Grund des identischen Bestehens der 
Hauptgleichung geltende Beziehungen zwischen den Koeffizienten der 
zweiten Potenzen der vten Ableitungen, wenn man die Hauptgleichung 
differentiiert nach allen 2vten Ableitungen von 2, 


Ve M= 022): 
Wenn man die 
P3 v—-n,n 
in zwei Klassen einteilt, je nachdem n gerade, 
n= 2m 
oder ungerade 
n=2m+t|i 


ist, sind sämtliche 2vten Ableitungen von z gegeben durch die Aus- 
drücke 


(24) Ps ,_am, 2m Ü&n—0NlE2, Seh) 
Bi mr), sm+1 (r=0,1,2,.:.,r=1). 
Aus 
oA 


=() 
EB gm.dm 


erhalte ich 


ES 32H 
Pireen a (2m —s),2m-— ii a m 
m—1 
0®H 
11 
OD em ne 
d.h. 
2 © H 'Q #°H 
(25) a a 2 >; £ | 
P,_-m,m r P,_,,,0P,_(am—s), 2m—s ÜINn=0 SEE) 
Ebenso findet sich aus 
ou 


OPg,-(am+ 1), 2m+1 


r 02H | 0° H 
>; Bu 
° a NR op v—-m, ram 


m—1 8 
+| Dr; ae | 0, 
N RE I AR 


I 
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das ist: 


h 27 m—1i 92H 
ED 3. aD ER 
pn P,—(m+1),m+1 N P,-,s P,- (2m+1- 9), 2m+1-—s 
(m=0,1,2, ..,v-1]). 
Nun ist für jedes m von O bis v 
0®H 
OP, m,m 
gleich dem doppelten Koeffizienten von 


2 
Den? 


und für jedes », Z von O bis v, wobei n =#[, ist 
o°H 
OP Br 


gleich dem Koeffizienten des Produktes 


: Py-n,n Pr-1,1 
in H. 


Die Beziehungen (25) und (26) sagen also, daß H die vten (höchsten) 
Ableitungen von z nur in folgenden Verbindungen enthält: 


ee 

I (DD 

ee Sk a (D,. 20 De (Ds, DR 
allgemein: 


2 = - 2 BL: ; 
(9, 2 Pr am 3n Den; [0,0 Dir Omen 2, >. RE 


(Bm PD, mr De 
für alle m von 1 bis v— 1 


und 
On RE et EN Dr: 
(De er: IASN (Dee i ER 


allgemein: 
(DD m 
(Du P,_(m41,m+1 nn DE) Er 
[DE Dan He ee RE; 


für alle m von 1 bis v — 2. 
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Ich will das Gesagte durch den Fallv=3 erläutern. Die Be- 
ziehungen (25) und (26) lauten für v=3: 


m—1i 
0 H 0° H 
(25’) 3 — = —2 8 2 2 g (m=0,1,2,3), 
P3 _m,m - P3_,,s(P3_(@m-—-s),2m—-s 
Ä 27 m—1 3 
26) ; : u Er Ö n 
P3 _m,m P3- (m+1),m-+1 n Pass P;3_-@m+1-9),2m+1—s 
(m=0,1,2). 
Aus (25) erhält man, wenn man nacheinander 
m=0,1,2,3 
setzt, 
GE De, O0: H Bi ®H_o 
025 09}, OPg0 OPıs’ OPi; OPgı OPos’ OPds a 
aus (26) ergibt sich für 
m—0; 1,2: 
Dane en „EHE NLTILEHNT 
OÖ Ps0 O Prı ’ 0 Pa OPı: OPgo OPos’ OPız Dos 


Eine Funktion H dritter Ordnung, die der Hauptgleichung genügt, 
enthält also, abgesehen von linearen Gliedern, die dritten Ableitungen 
von 2 nur in den Verbindungen: 


(Dr ProBıs)s (Pia Dodo); (PrıPis— ProPos)- 


Durch Differentiation lassen sich aus der Hauptgleichung weitere 
Beziehungen zwischen Ableitungen der Funktion 4 herleiten, die als 
Integrabilitätsbedingungen gewisser Differentialsysteme für die vorlie- 
gende Untersuchung von Bedeutung sind. 

Es ist 

1.121.) = 222 
OD EP, im 


= rn! Kae) es rnele 
MOON, ee De 


0 


en = 


Ale) 0P,,0 sa BD an N 


ee an, en 


ER ini), I+m—s—1 0P,_1,0 


Für m=2 erhält man aus (27) (wenn man (25) und (26) für m = 0 
benutzt) 


(29) 
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0 o®H Ki P) ee 
(28) OP, 11-102, 0 02,20 EN N 
ne 
öP,_1,0 DIR ODE OP, 00P,-(d+n,1+1 


Setzt man in (27) m=3 
6 0H 


und berücksichtigt (28), so findet sich: 


OP, 02100, ER; ; 09,_3,20P,,00P,-11 02,-1,0 


ö 0®H ö ( 0H 


0H 0®H ) 
2 


+ - - 
Op OP,_(+1),141 0P,,0 OP, _(1+3),1+ 
Fährt man so fort und setzt 


m — DRS, 


0P,_2,2 Br, 


indem man immer die vorher gebildeten Ausdrücke berücksichtigt, so 


erhält man: 
6 0? 


H 0 0®H 


oP,_ 1,1 OP,,o RN, zZ OD m—1l ÖP,,o 0P,_1,1 


(30) 


Aus dem Ausdruck 


öÖ © 0° H 
2 ee ee 5 - 
0P,_1,0 w OP, mim ee 


oA 0 


Pen, OP 


I 


erhält man durch dieselben Überlegungen, wenn man (30) benutzt, 


VE 0®H A 0®H Vu 
FE (re 02, RE... m 
0 et 0®H 
(31) Re TER 09,000: En 


0H 


ae era $ 
OD - op, 


Aus 


— (m—s),m—s een 


er 


ergibt sich, wenn man (30) und (31) benutzt, 


LER ( 0H 
EN 0P,_2,2 0P,_m,m 


! = Ew 
ON Em 
00H 5. VOR 
EEE ee OP,,00P,_ (m +32), m+2 
0H 0H 
0P,_1,10P,-a+1), 141 TE 


° ( o®H 
OD m—1l OP,_ 2,2 Dry 


0H 


2 m 
er SER ge >: 
ÖP,_3,2 - RER Er 


EN. I+s—1 


II 
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Bildet man schließlich 
- RER 0° a — 
OP, men, n—1 oP,_ ,i+m—1i 


—f) 


und a alle vorher abgeleiteten Beziehungen, so findet sich: 


ae ee 
Es ı—1 OD me ©) OR ae, 


(33) I rt 02H 
er m,m — De, Nn— OD er ey: I+s—1 
> ga 
as OP, (m — a ee 
WB mS>ns a navy ln = 9): 


H, sei eine in den höchsten (vten) Ableitungen von 2 lineare 
Funktion, die der Hauptgleichung der Variation identisch genügt. 
Durch zweimalige Differentiation ergeben sich aus der Hauptgleichung 
Beziehungen zwischen dritten Ableitungen von H,, die in der vor- 
liegenden Arbeit als Integrabilitätsbedingungen gewisser Differential- 
systeme von Wichtigkeit sind. Ich bilde 

2° U : 
099,_1,00P,_ (m-142),m 


en ar 
Bee) = 
d bel D RN ms Par. 
(34) vr (641) °H, 
r ( oh (8 t 3) ne, Mm— 8 OP 0P,-1,0 


E 0° H, ” 
a5 se (; “le en lit 


Für Z=2 erhält man hieraus: 


0 e 0’H, )r 
6P,-1,0 a 


0 (G DEE EIER ) 
Opener 0P,,00P,_3,1 OP 1100,70 


(35) 


era) 
een 0P,,00P,-1,0 
Für = ergibt sich, wenn man (35) benutzt: 


a A FH, 2 
et ER ) 


0 ( MH Rx =“) 
BD nA D NER, Is. 3 0P,_93,30P,-1,0 


0 =, 
MOB (m+1), ler o0P,_-a, ) 
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(36) 
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Fährt man so schrittweise fort, setzt 
Ar De 
und berücksichtigt alle abgeleiteten Beziehungen, so erhält man aus (34): 


1) lm o’H, )- 
0P,_-1,0 ID OD 
d ( 0° H, o®H, 


34 = Er ; 
(87) One OB, 00 1 OP, —_. 0.1) na OR 


BER ( 0° H, ) 
Dem 1), m 0D,,0 Pe 1),1—2 


\ 


Ich betrachte den Ausdruck 
oA 
OPg,_041,10 Py,_(m-1+2),m 


l 
a 02.2, 
} er 1 v—1 Ss v et) 1 
a. | | 1—s | 


= 


v—(s-+1) E2, ROLE, 
r A (s + H, OP, meh RA. OP,_1,0 
vl a at 
(38) 5 ( a (+ ) OD, OP Mm—S OP, u 
n (a EP ru Tan 
I—(s+ 2) a 


v—s OH 
+er[el2) | 
( ) 1—s DS Pine DO, 
v— Ss o®H, 
Nee 
sl) Op, OD, m-s0P,_3,1 


Setzt man in (38) !=3, so findet sich, wenn man (37) benutzt: 


1) 0°H, 18 0°’H, 7 
OP,_3,1 (Br OD, Odys d) 5 
U 0°H, os! 3% 02 
Dee br OP, 45 OB,4, 10P,_u2: CD 30P,_1,0 
0°H 
ea R OP,_2,30P,_3, .) 
= 1%) 0°, 0:H, f 0°H, 
EEE en OP, 5,3009, 110 0P,_2,20P,_1,0 
„u u 0 Be 
Te 


Setzt man in (39) nacheinander 


1 ANDERER 
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und berücksichtigt alle abgeleiteten Beziehungen, so erhält man: 


0 Zar: Re 0?H, FREE 
nn, OP mm ae) ME 
1) ERELS ME 0°H, 
Sa Sanere OP,_(1+1),1 0P,_1,10P,—ı, 1-1 
(40) Ben on ee 
6P,_1,10P,_1,0 OB, 01-10 P,=31 
1) grHiet: oCH, 
ligne. Ge 1 OP deyr>s 
Wal 0 H, ie u OH, 
OPER 02,150 ee) 


Bildet man allgemein 


oA 
BER, i 
und setzt darin nacheinander 
n=1,2,..., 
so ergibt sich, wenn man immer die zuerst gebildeten Ausdrücke 
benutzt: 
0 0?H, Pin BEE ER 
u elle ee OR, ) 2 
ä — Bun, 
len. ra ir 
2 
(41) — dp, er or x n 
„a —(n+1—s—2), n+1-s—23 v—(s+1),s 
Be: | 0°H, 
ID, art)m n 7 er 2 nis 


02H: 2 ) 
Gr, a | 
Ersetzt man nacheinander in dieser Formel m, l durch 


2 m+1l, I—1 
m+2, I—2 
m + a ar 2 
und fügt alle erhaltenen Resultate zusammen, so erhält man, da 
> ea, S 0° H, ee 
E j (Se ra Cr, Ar Ir 
ı—2 


> BL, >, S 
28 


er Bu EEE rt DE... En Erpas 
6* 
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gilt, Formel (41) in der symmetrischen Gestalt: 


Ii—2 


Dar I 2 RER > FINEREREN 
DB Da 
a Fe Or Tr Se in 
(42) a ’ 


ıi—2 


7) Si oa, 
>> ( op, 


ee Ten 8 
Pr mm —1 um —(n+3—s—1),n+1—s —2 


ce ) 
AN I—-s—2),n+!-s—2 OD En 8 


(,m=2,...,v; n=1,...,»). 


Lebenslauf. 


Am 9. September 1887 wurde ich zu Mülheim-Ruhr-Broich geboren 
als Tochter des Herrn Walter Eduard Blass, Teilhabers der Firma 
Gustav Blass und Sohn (chemische Fabrik technischer Öle und Fette 
und Luftfilterbau). Ich wurde evangelisch getauft. Von Ostern 1894 
bis Ostern 1904 besuchte ich die städtische höhere Mädcehenschule in 
Mülheim-Ruhr und bereitete mich durch private Studien (von Herbst 
1904 bis Herbst 1906) zur Reifeprüfung an einer Oberrealschule vor. 
Ich bestand die Prüfung am 15. September 1906 in Cassel. In Bonn 
und Heidelberg widmete ich mich dem Studium der Mathematik und 
der Naturwissenschaften. Ich hörte Vorlesungen bei den Herren Pro- 
fessoren: Anschütz, Becker, Boehm, Curtius, Ebler, Erdmann, 
Jannasch, Kaiser, Königsberger, Lenard, London, Ludwig, 
Pockels, Rimbach, Salomon, E.Schmidt, Straßburger, Windel- 
band, Wülfing. Für viel Wertvolles, das ich erhielt, habe ich zu 
danken. Seine Excellenz Herr Geheimrat Königsberger gab mir Un- 
vergeßliches; er lehrte mich die große Schönheit der Mathematik be- 
greifen. Sein hinreißender Vortrag machte mir das Dargestellte zum 
Erlebnis. 

Im Frühjahr 1912 bestand ich die Staatsprüfung für das höhere 
Lehramt in Baden. Bis zum März 1914 blieb ich danach in Heidel- 
berg, wo ich an Vorlesungen und Übungen aus verschiedenen Gebieten 
teilnahm und mich eingehend mit Kants „Kritik der reinen Vernunft“ 
beschäftigte. Ich kam zum Sommer 1914 nach Königsberg i. Pr., um 
mich dort zur Promotion vorzubereiten. Während dieser Zeit hörte ich 
Vorlesungen bei den Herren Professoren: Fr. Meyer, Kaufmann, 
Klinger. Ich danke den Herren für die Fülle des Gebotenen. 

Die Anregung zu meiner Arbeit empfing ich von Herrn Professor 
Dr. Boehm, er leitete mich in freundlichster Weise mit seinem Rat. 
Herzlichen Dank möchte ich ihm sagen, auch für die Stunden erlesenen 
Genusses, die mir seine Vorlesungen waren. 

Das examen rigorosum bestand ich am 2. November 1914. 


Maria Margarete Blass. 


